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Ejemplo 1. Sean

Plz)=22—-1 y Qz)=2°—22°—z—2.

Calcular P(x)-Q(z), P(x)+Q(z), P(x) - Q(x), 3P(x) y %3.

Se verifica:

Pz) - Qx)= 2z —1)(a® - 222 -2 —-2) =

2r(x3 — 222 —x—-2) - 1(2° - 222 —2—-2) =

2zt —A4x3 — 202 — A — 23+ 222+ +2 = 22* — 53 — 3z + 2,

Pz)+Q(zx)=2x—1+4+23—222 -2 -2 =
-2+ 2-1)z+(-1-2)=23-222+ 2 -3,

P(:U)—Q(x):2x—1—(x3—2:v2—x—2):
—x3 4+ 22% + 3z + 1,

3P(z) = 6x — 3.

Por ultimo, aplicado el algoritmo de la divisién resulta

Q) «*—-22*-2z-2 1, 3 7 2

P(z) 22-1 20 4 8 2z-1
es decir, el cociente es
2 4 8
y el resto es
23
8
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Ejemplo 2. Calcular la suma de polinomios racionales

x—1 +:13+3
(x—2)2 x—1

Para sumar fracciones se reduce a comun denominador, es de-
cir, se hallan otras fracciones equivalentes a las originales de
forma que tengan todas igual denominador.

Para ello, se calcula el minimo comtun multiplo de los denomi-
nadores que en este caso es

(z — 2)%(z — 1).

Entonces se obtiene:

z—1 r+3 (z-1(@=-1) (z+3)(z-2)°
@—22 z-1 (z—22@—1) " @=22@—-1

_ (x —1)%2 + (z + 3)(z — 2)?
@2 1)
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Ejemplo 3. Simplificar

(x — 2)2 23 — 42% + 5r — 2
-4 7 (z—1)?

En primer lugar se comprueba si los polinomios numerador y
denominador son reducibles. En efecto, se cumple que

2’ —4=(z—2)(z+2)

luego
(z—2?  (—-2?%  z-2

2—4 (z-2)(z+2) z+2

Por otro lado,

23— 42?2 + 52— 2= (z — 1)%(z — 2).

Entonces

° —4r’ +5x—2  (z—1)*(z—2)
G-1F - @-1p
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Ejemplo 4. Factorizar el polinomio ctibico 2% — 2z + 1.

Utilizando el método de Ruffini se puede comprobar
que 1 es una raiz. Por lo tanto

2 — 22+ 1= (z—1)(z*+z-1).

Segun el método de factorizacién de polinomios cuadraticos,
las raices del polinomio 2% + z — 1 son

—1+£/12—4-1-(-1)

9 ;
es decir,
~1++/5
2
y
-1 - \/5
—

Por consiguiente, la factorizaciéon del polinomio dado es

(x —1) (x#) <x+1+2\/5>.
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Ejemplo 5. Expresar

r—9
2 —5x+6

como suma de fracciones.

En primer lugar se debe expresar el denominador como
producto de factores. Utilizando el método de factorizacién de
polinomios cuadraticos se tiene que > —5x+6 = (v —3)(z—2).
Por tanto podemos concluir:

r—5 B A n B
2—5x+6 x—3 -2

siendo A y B ntumeros reales. Para calcular el valor de Ay B
basta con establecer las igualdades que se obtienen al operar
en ambos términos. Como

A B Alx—2)+B(zx—-3) Az +Bx—-2A-3B

x—3+x—2: (x —3)(z — 2) z? — 5z + 6
se tiene que:

r—5  Ar+Br—-2A-3B (A+B)r—-24A-3B
2 —5x+6 2 —5x+6 2 —5x 46 '
Luego

(A+ B)x —2A - 3B =x — 5,
es decir, A+ B=1y —2A — 3B = —5.

Resolviendo se tiene A = —2 y B = 3. Entonces se concluye:

v-5 _ -2 3
2—-5xr+6 x—3 x-2
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Ejemplo 6. Calcular

r—4 (r+1)> t—4 (z+1)°
r—1 (z—1)3 Y r—1 (z—1)3%

Por definicion de producto y division de polinomios resulta:

:1:—4‘(a:+1)2: (a:—4)(9:+1)2: (z —4)(z + 1)
r—1 (z—-13 (z—-1)(xz—1)3 (x —1)4

r—4 (z+17° (@—-4H(z-1)P° (z—4(-1)°

r—1 (z—-13 (@-DE+1)?2  (z+1)?

Ejercicios propuestos
Ejercicio 1. Calcular el grado de 223+ 2% —x+4— 2% —x(2? - 2).
Ejercicio 2. Factorizar 2% — a?, 2° + 2ax + a® y 2° — 2ax + a°.

Ejercicio 3. Calcular la suma

x n 1 4 2
r—2 x-3 (x—2)%

Ejercicio 4. Calcular la division

2 —4x+5
r—2

Ejercicio 5. Hallar las raices de 2* — 32® — 322 + 112 — 6.
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Soluciones

Solucién 1. En primer lugar hay que simplificar el polinomio
dado y reescribirlo de la forma general de un polinomio. Se cum-
ple que

208 a2t —x 44— —x(2® -2 =2+ x4+ 4
Es decir, el grado es 3.

Solucion 2. Se verifica que

2 —a* = (x —a)(z +a),

2% 4 20z + a® = (z + a)?

v? — 2az + a® = (v — a)’.

Solucion 3. Reduciendo a comin denominador se obtiene:

T 1 2

x—2+x—3+(aj—2)2:

z(x —2)(x —3) (x —2)? 2(x —3)
(2= 22z —3)  (@—2%x—-3)  (z—27%x—3)

y operando resulta

3 —dx? +4r — 2

(¢ = 2)*(z =3)
Solucién 4. Como 2? — 4z + 5 = (x — 2)% + 1 se concluye que
2—4dr+5 —2)2+1 — 2)? 1 1
x T+ :(x )+ :(:U ) N P |
T —2 T —2 r—2 x-2 x—2

Solucién 5. Las raices son 3, 1 (doble) y —2. Por tanto

gt —32% =322 + 1lx — 6 = (x — 3)(z — 1)*(x + 2).
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Ejemplo 7. Sea la matriz de orden 3 X 2 definida por

1
A= 2
1

N

entonces su matriz traspuesta A’ es de orden 2 x 3 y es:

, (121
#=(234)
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Ejemplo 8. Una empresa fabrica tres tipos de productos: A,
B, y C. Se sabe que ha producido 23 unidades del producto
A, 16 del producto B y 10 del producto C'. Por otro lado,
para fabricar los productos del tipo A se requieren 7 horas de
trabajo, del tipo B 9 horas de trabajo y del tipo C' 11 horas
de trabajo. Calcular el coste total para manufacturar dichos
productos sabiendo que el coste de cada unidad de producto
es 45 euros y el coste de cada hora de trabajo 60 euros.

Es claro que:
el coste del producto A es: 23 - 45 + 7 - 60 = 1455,
el coste del producto B es 16-45+ 9 - 60 = 1260 y

el coste del producto C' es: 10-45+ 11 - 60 = 1110.
El coste total se puede representar por la matriz fila

(1455 1260 1110 ).

Si el coste de unidad de producto y de la hora de trabajo se
representa por la matriz fila ( 45 60 ) resulta que el coste to-
tal pedido se puede calcular mediante el siguiente producto:

23 16 10
(45 60)( 79 11)

= (45-23+60-7 45-16+60-9 45-10+60-11 )

= (11455 1260 1110 ).

Notese que este ejemplo ayuda a explicar la definicion del pro-
ducto de matrices.

10
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Ejemplo 9. Sean A = ( ; 411 ), calcular A~! si existe.

Si A7l = ( CCL Z ) entonces A~ debe cumplir
a b 14\ (10
c d 2 1) \01)’
o equivalentemente,
a+20 4a+b\ (10
c+2d 4c+d )  \0 1)
Igualando los elementos que ocupan el mismo lugar resultan

las siguientes igualdades:

a+2b=4c+d=1 y 4da+b=c+2d=0.

Resolviendo se obtiene:

11
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1 2 2 2
Ejemplo 10. Si A = 234 )y B = 1

1 4 2 3
calcular 2A — B, ABy BA.

Por definicién:

24— B
1 9 2 2 9 1 92 4-2 4-1
—2(234]-[134]|=(4-16-38-14
14 2 31 2 2-3 8—1 4-2
0 2 3
= 3 34
172

1 2 2 2 21
Ademés AB=| 2 3 4 1 3 4
1 4 2 31 2

2+24+6 246+2 1+4+8+4
= 4+3+124 4+9+4 2+12+8 =
24446 241242 1+16+4
10 10 13
19 17 22
12 16 21

Andlogamente se obtiene:

7 14 14
BA=| 11 27 22
7 17 14

Obsérvese que con este ejemplo se comprueba que el producto
de matrices no es conmutativo.

12
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1
Ejemplo 11. Escalonar por filas la matriz A = | 2

El primer paso es conseguir a;; = 1 lo que ya se cum-
ple. El siguiente paso es obtener as; = 0 (un cero en la
segunda fila). Para ello, por ejemplo, la segunda fila se
1 4 3
sustituye por ella menos la tercera y resulta: | 0 —1 0
2 2 3
Se multiplica la segunda fila por —1 para obtener as = 1,
1 4 3
asi 0 1 0 |. En el siguiente paso, hay que obtener
2 2 3
as; = asp = 0 (dos ceros en la tercera fila). Para obtener

az; = 0, basta con sustituir la tercera fila por ella menos
1 4 3

dos veces la primera: | 0 1 0 . Para obtener agy = 0,
0 —6 —3
a la tercera fila obtenida se suma 6 veces la segunda fila
1 4 3
0 1 0 |.Para obtener agg = 1 se multiplica por _71 la
00 =3
tercera fila y resulta:

o O =
O =
_— O W

la cual es una matriz escalonada de A.

Notese que la matriz escalonada no es unica.

13
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Ejercicios propuestos

2 1
-1 3

1
1211
Z yB_<1352)'

AB, BAy A — 3I;.

Ejercicio 6. Sea A = ( ) . Calcular A* y A1 si existe.

Ejercicio 7. Sean A =

W = DN

Hallar

410 6 2 1
Ejercicio 8. Sean A=| 1 2 1 | y B= :
1 35
35 1
Calcular
3Ay BA.

Ejercicio 9. ;Cuantas submatrices cuadradas tiene

2 1
A=11 2 |7
1 4

14
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Soluciones
., . 2 —1
Solucién 6. Por definicién: A! = . 3 ) Para calcular la
) b
inversa de A, se supone que A~! = < J y se impone la

a
c
. ., . . : 1
condiciéon de matriz inversa, es decir, ( ) ( 4 3) —

1
( 0 (1) ) Después de hacer el producto de matrices e igualar

elemento a elemento en la identidad anterior resulta:

ee(:2)-(17)

Solucion 7. La matriz A tiene dimensién 3 x 2 y la matriz B 2 X

4. Por tanto no es posible realizar las operaciones: BAy A—31;.
2 1

] (1211)_
WASEEE:

1
3
24+1 4+3 245 2+2 3 7 7 4
4
7

~|—==Jlw
~ho~y

La matriz AB de dimensiéon 3 x 4 es:

1+3 2+9 1415 1+6 | = 11 16 7
3+4 6+12 3+20 3+8 18 23 11

Solucién 8. La matriz A es cuadrada de orden 3. El producto

A

12 3 0

)— 3 6 3 | yelproducto BA,
9 15 3

3 0
3A=1 3. 1
3 1
)_(24+2+3 6+4+5 2+1)_

W o~

W = o PR
O — o=

4+3+15 1+6+25 3+5

15
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Solucién 9. En total posee 9 submatrices cuadradas. Seis de
orden 1 definidas cada una de ellas por cada elemento a;; de A,

es decir, (2), (1), (1), (2), (1), (4) v tres de orden 2: (2 ! )

()5 (1) N

| 9 1 2 4
Ejemplo 12. Sea A = yvB=|2 6 3
3 4 5 -1 3

Entonces:

|Al=1-4—-2-3=4—-6=-2,
|B|=1-6-3+(—1)-2-442-3-5—4:6-5—(—1)-3-1-2-2-3 =
18 —8+4+30—-120+3 — 12 = —&9.

16



Curso Cero de Matematicas para Ingenieros

Ejemplo 13. Sean A y B matrices cuadradas de orden n.

Calcular la matriz
(A — B)2.

Aplicando las propiedades asociativa del producto de matrices
resulta:

(A—B)? = (A-B)(A-B)
AA— AB — BA+ BB
— A?2— AB- BA+ B?

Notese que como el producto de matrices NO es conmutativo,
en general, AB # BA por tanto:

(A— B)?+# A — 2AB + B

17
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2 1 -1
Ejemplo 14. Sea A= | 1 —2 3 |. Calcular el determi-
4 2 -5

nante de A desarrollado por los adjuntos de la primera fila y
su matriz inversa (si existe).

_ -2 3 1 3
Por definicion, |A| = 2| 5 _= ‘—1' 4 _5 ‘—1‘
2(4) — 1(—17) — 1(10) =8+ 17 — 10 = 15.
Como el determinante de A es no nulo, 3 es el mayor de los
érdenes de sus menores no nulos. Luego rang(A) = 3 y existe

A1, Como,

2|
4 2 |

PR
15

solo falta calcular la adjunta de A.
10-6 —(-5—-12) 2+38

[Adj(A)],

Adj(4) = —(-542) -10+4 —(4—4) =
3—2 —-6+1) —4-1
4 17 10
3 -6 0 . Entonces
1 -7 =5
4 3 1
[Adj(A))' = | 17 -6 —7
10 0 -5
y
4 1 1
15 5 15
A=l % 2 T
2 —1
3 0 3

Notese que la matriz inversa de una matriz A si existe es tnica.

18
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10
Ejemplo 15. Calcular el rango de la matriz | 3 4

El rango es 3 porque el Unico menor de orden 3 es no
nulo ya que

=8+12+0-8—-4=28.

—_ o =
N = O
N DN DN

19
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Ejercicios propuestos

14 3

Ejercicio 10. Calcular las matrices inversasde A= | 2 1 3

2 23
3 3 2
yB=|1 2 2
03 4

Ejercicio 11. Calcular el determinante de

3320
0221
A= 026 2
1223
Ejercicio 12. Calcular el rango de
10 1 2
10 1 2
A= 01 -2 —1
1 3 =5 -1

Ejercicio 13. Sea A una matriz triangular superior de orden 3
cuyos elementos de la diagonal principal son no nulos. ; Podemos
asegurar que existe A~1?

20
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Soluciones

Solucién 10. Como |A| = 3 se tiene

1
A= g[Adj(A)]t-
La matriz adjunta de A es
-3 0 2
-6 -3 6
9 3 -7
por tanto
-1 -2 3
At=| 0 -1 1
2 7
5 2 3

Sin embargo B! no existe porque |B| = 0.

Solucién 11. El determinante de A desarrollado por los adjun-
tos de la segunda fila es

320 320 330 33 2
0(=1)|2 6 2(+2|0 6 2|+2(=1)|0 2 2|+1|0 2 6
2 2 3 123 123 122

Luego
|A|=0+92—24 — 10 = 58.

Solucién 12. El rango es 2. Como la primera y segunda fila son
iguales, se puede eliminar una de ellas. Ademas, la tercera fila
5 = %F 1+ %F4, es decir, la F3 es combinacion del resto de filas.
Por tanto, también se puede eliminar F3. Por tanto, de acuerdo
con las propiedades de los rangos:

21
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10 1 2
10 1 2
rang(A) = rang 01 -2 —1
1 3 -5 -1
10 1 2
=rang | 0 1 -2 -1
1 3 -5 -1
10 1 2
= rang 13 _5 _1 = 2.

Utilizando menores de orden 2 de la matriz anterior, se obtiene
que rang(A) = 2. Compruébese que todos los menores posibles
de orden 3 de la matriz inicial son nulos.

Solucién 13. Si porque su determinante es no nulo ya que el
determinante de una matriz triangular se obtiene multiplicando
loa elementos de la diagonal principal.

22
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Ejemplo 16. Clasificar y resolver sistema

2r -3y = 5
r —y =1

por el método de sustitucion.
La segunda ecuacion del sistema es equivalente a x = 1 + y.

Llevando esta relacion a la primera ecuacion resulta
2(1+y) — 3y =5, es decir, 2+ (2 — 3)y = 5. Entonces

3

Y
Teniendo en cuenta la primera ecuacion resulta
z=1-3=-2.

En conclusion, el sistema dado es un sistema compatible de-
terminado y la solucion es

x=-2,y=-3.

23
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Ejemplo 17. Resolver el sistema

75 —7 = 4
r -y +z =1
3r —y —z = 9

por reduccion.

La tercera ecuacion es redundante y se puede eliminar
ya que se obtiene sumando a la segunda dos veces la primera.
Por tanto el sistema dado es equivalente a

r=24+z;x—y+z=1
Si se sustituye en la segunda ecuacién resulta:
r=24+224+z—y+z2=1,

es decir,
=24 25 9= 1l =k 22.

Entonces, el sistema es compatible e indeterminado y las solu-
ciones dependen de un parametro A. El conjunto de soluciones
es

r=24+Ny=14+2X\ 2=\

siendo )\ € R.

24
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Ejemplo 18. Clasificar el sistema

ar —3y = 5
zr +y =1

segun el valor del parametro a.

Para clasificar el sistema utilizaremos el Teorema de
Rouché-Frobenious. Para ello se calcula el rango de la matriz

de coeficientes
a —3
A= ( ' )

Como |A| = a+ 3 hay que diferenciar los casos en que a = —3
y a # —3.
Caso a = —3. Se tiene rang(A) = 1 y el rango de la matriz de

coeficientes ampliada
. (=3 =35
A" = < 1 1 1)

Por lo tanto, el sistema es incompatible si a = —3.

Caso a # —3. En este caso, el sistema es compatible deter-
minado porque rang(A) = rang(A*) = 2 y 2 es el numero de
incégnitas.

es 2.

25



Curso Cero de Matematicas para Ingenieros m

Ejemplo 19. Resolver el siguiente sistema mediante la regla

de Cramer
T -y +z = 1
2z —y +z =0
r +2y —2 =0

En primer lugar comprobemos que se trata de un sistema com-
patible determinado. En efecto, ya que

1 -1 1
2 -1 1 (=1
1 2 -1

se cumple que rang(A) = rang(A*) = 3 y 3 es el nimero de
incognitas. Aplicando la regla de Cramer resulta

| 1 -1 1
T=7 0 -1 1 |=-1,
0 2 -1
11 1
y=—-12 0 1 | =3,
10 -1
1 -1 1
z==-12 -1 0|=5
1 2 0

26
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Ejemplo 20. Resolver sistema

z 12y +z = 1
x —z
2r +4y = 3

I
N

por eliminacion Gaussiana.

Para ello hay que escalonar la matriz de coeficientes
ampliada

12 1 1
A'=110 -1 2
24 0 3
En primer lugar la segunda fila se cambia por ella menos la
1 2 1 1
primera fila y resulta A*= | 0 —2 —2 1 | .Para terminar,
2 4 0 3
la tercera fila se cambia por ella menos dos veces la primera
1 2 1 1
fila y resulta A* = [ 0 —2 —2 1 |. Entonces, el sistema
0 0 —-21

dado es equivalente al sistema

x 2y 4z =1
—2y —2z 1
—2z =1

luego despejado desde la tercera ecuacion resulta z = —%.

Llevando este valor a la segunda ecuacién se tiene y = 0 y

o . . 3
despejando en la primera resulta z = 3.

27
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Ejercicios Propuestos
Ejercicio 14. Clasificar y resolver el sistema de ecuaciones

20 —y —2z =1
x +z 2.
xr -y —z = 3

Ejercicio 15. ;Un sistema de tres ecuaciones lineales con tres
incognitas homogéneo siempre es compatible determinado?

Ejercicio 16. Clasificar y resolver el sistema

—T -z =0
—r —2y +2z 0
r -y +z =0

Ejercicio 17. Dado un sistema de dos ecuaciones lineales con
tres incégnitas. Decidir qué tipo de sistema puede ser y dar
ejemplos.

Ejercicio 18. Clasificar y resolver

r -y —2z =1
2v =2y +=z
r 4y —z =0

I
o

28



Curso Cero de Matematicas para Ingenieros m

Soluciones
2 —1 =2

Solucién 14. El rango delamatriz [ 1 0 1 es 3 porque
1 -1 —1

su determinante vale 2 luego el sistema es compatible determi-
nado. Sustituyendo x = 2 — z (segunda ecuacién) resulta el sis-
tema de dos incégnitas 2(2 — z) —y — 2z = 1 (primera ecuacién)
(2 —z) —y — z = 3 (tercera ecuacion). Resolviendo se obtiene:

Solucién 15. No. Un sistema (homogéneo o no homogéneo)
puede tener ecuaciones redundantes y por tanto puede ser inde-
terminado.

Solucién 16. Se trata de un sistema homogéneo luego es com-
patible porque siempre posee la solucién nula. Ademas, es de-
terminado porque el rango de la matriz de coeficientes es 3 ya
que el determinante es no nulo (vale —3). Como la solucién es
unica se concluye que es: x =0, y =0, z = 0.

Solucion 17. La matriz de coeficientes A es de dimension 2x 3y
la dimensién de la matriz ampliada A* es 2 x 4. Entonces puede
ser incompatible (rang(A) = 1 y rang(A*) = 2) o compatible
indeterminado (rang(A) = rang(A*) = 2) pero nunca puede ser
compatible determinado porque rang(A) < 3.

Solucién 18. Sistema compatible determinado porque

1 -1 =2
2 =2 1 | =-10.
1 1 -1

29
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Su 1nica solucidn es:

~1 -3 —2

10’ yzl_O’ Z:?-

Tr =

Ejemplo 21. Dados los vectores A(2,4), B(3,5) y C(4,1).
Calcular los vectores fijos AB, AC' y BC'y sus médulos.

Por definicién:
AB(3—2,5—4)=(1,1) y |AB| = +VI2 ¥ 12 = +v2,

AC(4 - 21—4>—<7 Y|f@\—+\/—22 =
BC(4—3,1-5) = (1, y|B_c>*\:+\/12+ 4)2 = +/17.

30
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Ejemplo 22. Sean los vectores (1,4), (2,3) y (2,5). Calcular
los vectores: (1,4) + (2,3), (2,3) +(2,5) y 3(2,3). Comprobar
si los tres son linealmente dependientes y si (1,4) y (2,3) son

linealmente independientes.

Se cumple:

3(2,3) = (6,9).

Los vectores dados son linealmente dependientes si uno de
ellos, por ejemplo (2,5) se puede escribir como combinacién
lineal del resto, es decir, si existen «, § € R tales que

a(l,4) 4+ B(2,3) = (2,5).

En efecto, resolviendo el sistema que resulta de la igualdad
anterior, a + 25 = 2; 4a + 33 = 5 se obtiene:

Oé:g y 5:5

Por tanto los tres vectores son linealmente dependientes.
Sin embargo (1,4) y (2, 3) son linealmente independientes ya
que la ecuacién (1,4) = «(2, 3) no tiene solucién.
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Ejemplo 23. Escribir las expresiones de la recta que pasa
por (1,3) y (2,2) y obtener la recta perpendicular a ella que
pasa por (1,1).

Un vector direccién de la recta se obtiene restando dos puntos
que pasan por ella, por ejemplo,:(u,uz) = (1,3) — (2,2) =

(—1,1).
Ezxpresion Vectorial:

(z,y) =(1,3) + A(=1,1) A e R.

Paramétrica:
r=1—-ANy=3+X AeR.
Continua:
r—1 y-—3
-1 1
Cartestana:
y+r—4=
Eaxplicita:
y=4—=z
Punto pendiente:
y—3=—(z—1).
Cualquier recta perpendicular a ella tiene como pendiente
1
= —— = 1
SR

ya que —1 es la pendiente de r. Entonces la recta perpendicular
a r que pasa por el punto (1,1) tiene como expresién
y—1=2x —1 (en forma punto-pendiente).
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Ejemplo 24. Sea el plano de ecuacién vectorial (z,y,z) =
(1,0,1)4+A(1,2,3)+1(2,0,2). Escribir las distintas expresiones
y hallar un vector normal al plano.

Paramétricas:

r=14+A4+2u,y=2\, 2=14+31+2u \, peR.

Cartestanas: se obtienen eliminando los parametros de la ex-
presion paramétrica. En este caso, es facil comprobar que

r+y=1+3\+2u,

por tanto la expresién en cartesianas es: © + y = z 0 equiva-
lentemente
z+y—2=0.

Un vector normal al plano es (1,1, —1) o cualquier multiplo
suyo (2,2, —2), (=5,—5,5),. ..

Noétese que un punto del plano queda determinado para un
valor de A y un valor de pu, por ejemplo, dos puntos del plano
son: (4,2,6) paraA=1y pu=1y(3,0,3) paraA=0y pu = 1.

Ejercicios Propuestos

Ejercicio 19. ;Es el vector (5, 8) combinacién lineal de los vec-
tores (1,1) y (1,2)7

Ejercicio 20. Calcular el médulo del vector (1,2) + (3,4).

Ejercicio 21. Calcular la pendiente de la recta x = 2 + 3\,
y=1—-X\ AeR.
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Ejercicio 22. Calcular un vector normal del plano z = 1 4 2,
y = —3u, z=2slendo A\, p € R.

Ejercicio 23. Hallar el punto de corte de las rectas © — y = 2
y 2 —y =4.
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Soluciones
Solucién 19. Si porque (5,8) = 2(1,1) + 3(1,2).

Solucién 20. El mdédulo del vector (1,2) + (3,4) = (4,6) vale
+VA 6% = +V/52 = +2/13,

Solucién 21. La pendiente de una recta aparece en su expresion
explicita. En este caso la ecuacién dada es en forma paramétrica.
Si se despeja el pardmetro de ambas ecuaciones, A\ = %2 y

3
A = —y + 1 se obtiene la expresién continua:

x—2_
=

I—y

y operando se deduce:

L5
=——x+-.
Y= 73" T3

Entonces la pendiente de la recta dada es:

m=—=.

3

Solucién 22. Un vector normal es cualquier multiplo del vector
(0,0,1) ya que el plano dado tiene por ecuacién cartesiana

z =2
como se deduce de la ecuacion en paramétricas dada.

Solucién 23. El punto de corte es (2,0) debidoaque z = 2, y =
0 es la solucidon del sistema

xT—y=2;2zx—y=4.
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Ejemplo 25. Clasificar la siguiente cénica
22% + 2% — 4z + 8y — 10 = 0.
Desarrollando (z — z0)? + (y — y)? = r? resulta
x2+y2—2xxo—2yy0+xg+y(2)—r2 = 0.
Por otro lado la ecuacion dada es equivalente a
2?4y —2x+4y —5=0.

Igualando ambas expresiones resulta xo = 1, yp = -2y r =
v 10. Luego la conica dada es una circunferencia de centro

(1, —2) y radio v/10.

Ejemplo 26. Calcular los focos de la elipse

I’2 y2
— 4L =1
9 "1

El centro de la elipse es (0,0). Los focos F'y F’ estan en el eje
de abscisas por tanto son de la forma F' = (¢,0) y F'(—c,0).
Como a = 3 y b = 2 teniendo en cuenta que a® = b*> + ¢ se

obtiene:
c=+V5
y los focos son (—+/5,0) y (1/5,0).
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Ejemplo 27. Calcular el eje y el vértice de la parabola y =
222 — 4, o equivalentemente

1 2
Sy = 22— 2.
2y =7

Desarrollando la expresién de la pardbola (z —u)? = 4p(y —v)
siendo (u,v) el vértice y y = v — p la directriz resulta:

z? + u? — 2zu + 4pv = 4py.

Igualando, se obtiene

1
u=20,4p = 37 u? 4 dpy = =2,
esdecir,u =0, v=—4yp= %. Por tanto el vértice es (0, —4),
la directriz es y = —4 — % y el eje de simetria es x = 0.

Ejemplo 28. Hallar la ecuacién de la circunferencia de centro
el punto (1,0) y que pasa por el punto (4,4).
Como el centro es (1,0) la circunferencia pedida es de la forma

(x—1)*+4*=r

Para calcular el radio r se impone que pase por el punto (4, 4),
es decir, (4 — 1)2+ 4% = r2. Entonces r = 5 y la circunferencia
pedida es:

(z — 1)% +y? = 25.
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Ejemplo 29. Calcular los focos de la hipérbola

oo,
9 4

Los focos 'y F' estan en el eje de ordenadas por tanto son
de la forma F(c,0) y F'(—c,0). Como a = 3 y b = 2 teniendo
en cuenta la relacién ¢ = a? + b? se deduce que

c=+vV9+4=4+V13

y los focos son: F(v/13,0) y F'(—/13,0).

Ejercicios Propuestos

Ejercicio 24. Escribir la ecuacién de la circunferencia de centro
(—1,5) y radio 3.

Ejercicio 25. Calcular el centro de la circunferencia que pasa
por los puntos (0,0), (1,2) y (6, 3).

Ejercicio 26. Calcular el eje de simetria y el vértice de la
parabola —y? — 4y — 2 = x.

Ejercicio 27. Clasificar la cénica (z — y)(x +y) = 1.
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Soluciones

Solucién 24. La circunferencia es (z + 1)% + (y — 5)* = 9.
: 2 25 —5

Solucién 25. El centro es (%7, 5°).

Solucién 26. El eje es y = —2 y el vértice (2, —2).

Solucion 27. Se trata de una hipérbola equilatera.
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