Tema 1: Algebra y Geometria

Teoria

Maria Alonso Duran y Elvira Hernandez Garcia

Departamento de Matematica Aplicada |
ETSI Industriales. UNED




Algebra y Geometria'

PoLriNnoMIOS
Un polinomio P(z) de grado n € N de variable x es una expresién de la
forma
P(2) = apa"™ + ap_12" ' 4 -+ a1z + ag

siendo a; escalar (nimero real o complejo) para todo i. El elemento a; se llama

coeficiente de P(z) de grado 4, el término a;x’ se llama monomio de P(z) de

grado 1.

Los polinomios pueden ser de una o de varias variables.

Si a es un escalar, P(a) es el valor a,a™ + a,_1a" ' + -+ aja+ ag. Una raiz de

P(z) es un escalar a tal que P(a) = 0, es decir, es una solucién de la ecuacion

P(z) = 0. Un polinomio puede no tener raices reales, por ejemplo, x? + 1.

Dos polinomios P(z) y @Q(x) son iguales si tienen el mismo grado y coinciden

monomio a monomio.

P(x) es un escalar si el grado es 0, es un polinomio cuadrético si n = 2.
Operaciones. Sean P(x) y Q(x) dos polinomios en x.

El polinomio suma P(z) + Q(z) se obtiene sumando término a término los coefi-

cientes de P(x) y Q(z); el producto P(x) - Q(x) sumando los productos de cada

P(x)

Q(x)

se obtiene aplicando el algoritmo de la division. La regla de Ruffini permite

calcular el cociente y el resto de la divisién del polinomio P(x) y un polinomio

de grado 1 de la forma (x — a) siendo a un escalar.

término de P(z) por todos los términos de Q(z); el cociente de polinomios

P
Si R(x) y S(x) son polinomios en x, para realizar la suma Ple) + Blz) se reduce

Qx) ~ S(z)

a comun denominador.
El producto y cociente se definen como
P(x) R(r) P(r)-Rx) Pr) R(z) Pr)-S()
Q) Sk Q@) Sk’ Q@) Sk Q@) R()
Si a es una raiz de P(x) (el resto de la division es 0) entonces P(z) = (r—a)Q(x)
siendo Q(z) el cociente de P(x) y (x — a). Un polinomio real de grado n tiene a
lo més n raices reales. Un polinomio complejo siempre tiene n raices complejas.

P(z) se llama reducible si se puede descomponer en producto de polinomios
de grado menor que P(x) (en caso contrario se llama irreducible). Factorizar un
polinomio P(z) consiste en reescribir P(x) como producto de polinomios irredu-
cibles. Se puede factorizar un polinomio P(z) a través de sus raices considerando

respectivamente.
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factores lineales. Un método para hallar raices o factorizar P(z) es la regla de
Ruffini.

Ejemplo 1. Factorizar el polinomio P(x) = x* + 22 — 5z — 6.

Escribimos los divisores de —6 (término independiente) que seran las posibles
raices enteras: +1; +2; +3; £6. Vamos comprobando si son raices sustituyendo
en el polinomio hasta obtener cero. Como (—1)® + 2(—1)2 — 5(—1) — 6 = 0,
dividimos entre (z + 1) aplicando la regla de Ruffini:

1 2 -5 -6
-1 1 16
1 1 -6 0

Como el polinomio cociente obtenido es de grado 2, resolvemos la ecuacion de
6—0 ~14+./12—-4-1-(-6)
=U,x =

2-1
Por tanto, las raices obtenidas son —1, 2, —3 y la descomposicién factorial es
P(z) = (x +1)(z —2)(x + 3).

segundo grado: 2% + x — entonces r = 2, —3.

ECUACIONES E INECUACIONES

Una ecuacién de una incégnita o variable x es una igualdad algebraica
determinada por dos expresiones (que son los dos miembros que definen cada lado
de la igualdad). El grado de la ecuacién es el mayor exponente de las incégnitas.
Se llama solucién al valor numérico (real o complejo) de la incégnita que hace
que sea cierta la igualdad. Si existe, la ecuacion es compatible. Dos ecuaciones
son equivalentes si poseen las mismas soluciones.

Una ecuacién polinémica de una incognita es una ecuacién del tipo
A"+ A1 2" 4 - +ajx+a¢ = 0 siendo a; escalar para todo i. Una ecuacién de
primer grado es una igualdad de la forma ax + b = 0 siendo a # 0. Su solucion

estd definida por # = —. La ecuacién de segundo grado, az? + bz + ¢ = 0
a

—b 4+ Vb? — 4ac

Notese que el nimero de soluciones de la ecuacién de seé?mdo grado puede ser
doble (si v* — dac = 0), dos (b — 4ac > 0) o puede no existir (si se requieren
soluciones reales y b* — 4ac < 0).
Las bicuadradas son ecuaciones de grado 4 del tipo az* 4+ bz?> + ¢ = 0 con
a # 0, es decir, sin potencias impares. Se resuelven mediante el cambio de variable
2? = t. En general, las ecuaciones de grado mayor que 2, P(z) = 0, se resuelven
calculando las raices de P(x).

Nota: Hay que diferenciar ecuacion de identidad. Mientras que en la ecuacién
se buscan soluciones (se resuelve para qué valores se cumple la igualdad), en una

siendo a # 0, se resuelve mediante la férmula z =

2



identidad se reescriben expresiones, es decir, ambos miembros de la igualdad son
equivalentes (sea cual sea el valor de las incdgnitas, si existen). Por ejemplo, la
igualdad 2? — y* = (z — y)(z + y) es una identidad no una ecuacién.

Una inecuacion es una desigualdad en la que aparece una expresion alge-
braica con una o varias incégnitas. Las de primer grado (lineales), se manipulan
igual que las igualdades teniendo en cuenta que al multiplicar o dividir un miem-
bro por un numero negativo, la desigualdad cambia. En general, el método de
resolucion de inecuaciones de grado mayor o igual que 2 consiste en resolver la
ecuacion correspondiente y estudiar los intervalos determinados por las raices de
dicha ecuacion.

Ejemplo 2. Resolver la ecuacién 23 + 422 —x — 4 = 0.
Factorizamos el polinomio, % + 42? — x + 4 = (z + 1)(z — 1)(z + 4). Por tanto,
la ecuacién es: (x + 1)(z — 1)(x +4) = 0. Es decir, o se cumple (x +1) =0 o

(x —1) =0 o bien (x +4) = 0. En consecuencia, las raices son: x = —1, x = 1,
r = —4.

Ejemplo 3. Resolver la desigualdad 2% 4 422 — 2 — 4 > 0.

La ecuacién a® + 422 — v — 4 = 0, tiene como soluciones z = —1, x = 1, v =

—4. Estos valores dividen al conjunto R en los intervalos (—oo, —4), (=4, —1),
(—=1,1), (1,4+00). Elegimos un nimero en cada intervalo, por ejemplo —5, —2,
y 2 y sustituimos en el polinomio: (—5)% +4 - (=5)*> — (=5) —4 = —24 < 0,
(2P +4- (=22 —(-2) -4 =6>0, 0°+4-02—-0—4=—4 <0,
224+4.22-2-4=18>0.

La desigualdad se cumple en los dos tltimos intervalos, incluyendo los valores —4,
—1 y 1. Por tanto, la solucién es el conjunto [—4, —1] U [1, +00).

MATRICES
a1 12 ... QAip
Una matriz A es una tabla de escalares: A = : : : : donde
Am1 Am2 ... AOmn
m, n € Ny a;; son escalares y se llaman entradas de A. Se denota A = (a;;). La
columna j—ésima de A es (ayj, ..., an;), v la fila i—ésima de A es (a;1, .. ., ).

Las matrices que consisten en una sola fila (matriz fila) o columna (matriz co-
lumna) se llaman vectores fila o vectores columna.

El orden (o dimensién) de A es m x n (m es el nimero de filas y n de
columnas columnas). Si n = m entonces A es cuadrada. Denotamos R™*™ (resp.
C™*™) las matrices de orden m X m cuyos entradas son numeros reales (resp.
complejos). Dos matrices A = (a;;) y B = (b;;) son iguales cuando A y B tienen
el mismo orden y a;; = b;; para todo 1, j.

Si A € R™*" una submatriz de A € R™*" es cualquier matriz que se obtiene de



A eliminando filas o columnas. A es escalonada por filas” si el primer elemento
no nulo de cada fila se encuentra a la derecha del primer elemento no nulo de la
fila siguiente y las filas nulas, si las hay, estan al final. A es escalonada reducida
por filas si es escalonada y, ademas, en cada fila el primer elemento no nulo vale
1 y cumple que todos los elementos por debajo y por encima de él son ceros.

La diagonal principal de una matriz cuadrada A es (aii, ..., an,) v la suma de
sus elementos, Zi:l,...,n a;;, se llama traza de A.

Tipos de matrices cuadradas: Sea A € R"*". Si a;; = 0 para todo ¢ # j, A
es diagonal, A es escalar si es diagonal y a;; = k para todo ¢ = j siendo k£ un
escalar. A es simétrica (resp. antisimétrica), si a;; = aj; (resp. a;; = —aj;)
para todo i, j. A es triangular superior (resp. inferior) si los elementos debajo
(resp. encima) de la diagonal principal son todos nulos. La matriz identidad
de orden n, I,, es una matriz diagonal con unos y el resto son ceros, la matriz
nula de orden n, 0,, es una matriz cuadrada con todas sus entradas nulas.

Operaciones: Si A = (a;;), B = (bi;) y C = (¢i;) tienen orden m x n, la ma-
triz suma, D = A+ B, cumple que d;; = a;; + b;; para todo 4, j. PROPIEDADES
DE LA OPERACION SUMA: cerrada respecto a la suma (D es de orden m x n),
conmutativa (A+ B = B+ A), asociativa (A4 B)+C = A+ (B+(C)), elemento
neutro (A+ 0 = A) y elemento opuesto (—A + A =0).

Si A, B son escalares, la matriz producto por escalar \A tiene por entradas
Aa;; para todo i, j. PROPIEDADES DE LA OPERACION PRODUCTO POR ESCA-
LAR: es cerrada (AA es de orden m x n), distributiva respecto a la suma de
matrices (a(A + B) = aA + aB), distributiva respecto a la suma de reales
((a + B)A = aA + BA), asociativa respecto a los reales (aff)A = «a(BA)) y
elemento unidad (14 = A).

Si A es de orden m x n'y B de orden n X r, la matriz producto P = AB es de

orden m xr y sus entradas son p;; = Zaikbkj. PROPIEDADES DE LA OPERACION
k=1
PRODUCTO DE MATRICES: asociativa ((AB)C = A(B()), distributiva respecto a

la suma de matrices (A(B+C') = AB+ AC) y asociativa respecto al producto de
un escalar ((af8)A = a(BA)). Ademas, en el caso de matrices cuadradas (n = m)
se cumple la propiedad elemento unidad (I, A = AI, = A).

Nota: El producto de matrices no cumple las propiedades conmutativa y elemento
opuesto. Compruébese que, en general, (A — B)? # A> — 2AB + B2

Se llama matriz traspuesta de A de orden m x n a la matriz A" = (aj;) de
orden n x m tal que a;; = aj;. PROPIEDADES: (A4 B)' = A'+ B'; (AB)" = B'A%;

2De igual forma se puede definir la matriz escalonada por columnas.



((A))" = A,
Las operaciones (o transformaciones) elementales por filas (resp. colum-
nas) en una matriz A son:

O, Permutar dos filas (resp. columnas), F; <+ Fj

Oy Multiplicar una fila (resp. columna) por un escalar no nulo F; — A\F; con

A#£0

O3 Reemplazar una fila F; (resp. columna) por la suma de ella méds un multiplo
de otra AF};, F; — F; 4+ AF;. De forma més general (considerando todas las
m ﬁlas) F,— F, + )\1F1 + -+ >\z‘—1Fi—1 + )\i+1ﬂ+1 + -+ >\mFm

Escalonar por filas una matriz A consiste en reducir A a una matriz escalonada
por filas mediante operaciones elementales por filas.

Nota: La matriz escalonada asociada a una matriz A no es unica pero si lo es su
matriz escalonada reducida.

El rango de una matriz A de orden m x n, rang(A), es el nimero de filas (resp.
columnas) no nulas de la matriz que se obtiene al escalonar A por filas (resp.
columnas). El rango de una matriz también se calcula mediante determinantes.
La matriz inversa de una matriz cuadrada A de orden n, es la matriz A~! tal
que A'A = AA-! = I,,. La matriz inversa no siempre existe. Si existe, ésta es
unica. Si A posee matriz inversa se llama regular. En caso contrario, se llama
singular. PROPIEDADES: (AB)™' = B7!A71;((A)7!)~! = A, A™! existe si y sélo
si rang(A) = n. Para el calculo de la matriz inversa, véase determinantes.

Ejemplo 4. Sean A = ( Lo =2 ) y B = ( Lol ), calcular 2A — 3B.

4 1 -3 -4 1 3
. 1 0 =2 -1 0 1
Se tiene: 2A — 3B = 2 41 _3 -3 41 3)_
(2—(-3) 0-0 —4-3Y\ (5 0 -7
S\ 8—(-12) 2—-3 -6-9 /) \ 20 -1 —15 )
23 5 Lo
Ejemplo 5. Dadas las matrices A = yB=1| 7 2 , entonces
7T 2 4 0 —5

AB:(2-1+3-7+5-0 2-6+3-2+5~(—5)):(23 —7)

7-142-74+4-0 7-6+2-244-(=5H) 21 26
1 46 -2
. . 325 1
Ejemplo 6. Calcular el rango de la matriz A = 4161 0
78 6 1



Se trata de realizar operaciones elementales por filas de A para obtener una matriz
escalonada. Como a1 no es nulo, el primer paso es obtener as; = az; = ag; = 0
(paso 1. Fy — F, — 3Fy, F3 — F3 — 4F,, F;, — F, — 7F}). En el siguiente paso,
hay que obtener azy = a4y = 0 (paso 2. F3 — F3 — F,, Fy — Fy — 2F;). En el
ultimo paso el objetivo es que ay3 = 0.

1 4 6 —2 1 4 6 -2 1 4 6 -2
325 1 0 —10 —13 7 0 —10 —13 7
461 0 |Pesoll o 10 o3 s [B®R| g o _10 1
786 1 0 —20 —36 15 0 0 —10 1

Finalmente tras Fy — Fy — F3 se concluye que —10 —13 7

OO O
o
|
—
o
o
=
i
]
]

tanto, el rango es 3.

DETERMINANTES

Sea A = (a;;) una matriz cuadrada de orden n.
El determinante de A, denotado por det(A) o |A|, es un escalar (linico) que se
puede calcular por varias vias. Para n < 3 se tiene si n = 1, |A| = aq1, si n = 2,
|A| = ai1a2e — ajpa01 y para n = 3 (Regla de Sarrus):

|A| = a11a92a33 + G21a32a13 + Q12023031 — A13A92031 — A23G32011 — (21A12033.

Para cualquier orden, se pueden utilizar, por ejemplo, los elementos adjuntos de
una fila o columna:

» Se llama adjunto de un elemento a;; € A y se denota por A;; al determi-
nante de la matriz de orden n — 1 que resulta de eliminar en A la fila ¢ y
columna 5 afectado del signo + si ¢+ j es par o del signo — si i+ j es impar.

» La matriz adjunta de A, se denota por Adj(A) = (a;;), siendo aj; = Aj;.
Célculo. El determinante de A desarrollado por la fila i—ésima es:
Al = agAin + -+ + apAin
Propiedades®

= Si en A realizamos una operacién elemental por filas (resp. por columnas)
el determinante de la matriz B que resulta, verifica:

3Consideramos operaciones por filas pero todo es valido para operaciones por columnas.



e Sien A se realiza O, det(B) = — det(A).
e Sien A serealiza Oy, det(B) = Adet(A)
e Si se realiza O, det(B) = det(A).

Si A tiene alguna fila F; tal que
Fi=MF+- -+ NP+ A Fg + -+ N, (1)

con \; € R, entonces |A| = 0. Si F; cumple la expresién anterior (1) para
ciertos \; se dice que la fila i—ésima es combinacién del resto de filas.

A es regular (invertible) si y solo si det(A) # 0.
Al = A", || =1y |0, =0.

Si B es de orden n y A es un escalar, |[AB| = |A||B| y |MA| = \"|A|.
1
Al

Compruébese, que, en general, |A + B| # |A| + | B|.

Por otra parte, el determinante permite calcular el rango de una matriz, no
necesariamente cuadrada, como sigue:
Se llama menor de A al determinante de una submatriz cuadrada de A. El orden
de un menor es el orden de la submatriz asociada a dicho menor. El rango de A,
rang(A), es el mayor de los 6rdenes de sus menores no nulos.
Como consecuencia, para calcular el rango de un matriz se pueden eliminar la
filas (resp. columnas) que son combinacién del resto de filas (resp. columnas); El
rango de una matriz no varfa si se realizan transformaciones elementales entre
sus filas (columnas); ademds, rang(A) = rang(A").
Nota: El rango de una matriz no puede superar al nimero de filas (resp. columnas)
que posee.

= Ademas, A~ = 2 [Adj(A)].

» Si A tiene inversa A~! entonces |A~ o

1 2 =5
Ejemplo 7. Sea A= 2 6 -1
4 3 3

Entonces: [A|=1-6-34+2-3-(=5)+2-(—1)-4—4-6-(—5)—3-(-1)-1—-2-2-3 =
18-30—-8+4+120+3 - 12 =91.

Ejemplo 8. Calcular el rango de

20 2 5
20 2 5
A= 01 -1 -1
10 —4 -2



Como las dos primeras filas son iguales, |A| = 0. Entonces, el rango no es 4. Pero

2 0 2
el menor de orden 3: | 0 1 —1 | = —10 # 0. Por tanto, el rango es 3.
1 0 —4
1 2 2
Ejemplo 9. Calcular la matriz inversade A= | 4 1 2
3 3 3
Como |A| = 3 se tiene
1
ATl = g[Adj(A)]t'
-3 —6 9 -1 0 %
La matriz adjuntade Aes [ 0 -3 3 |,portanto,A™'=| -2 -1 2
2 6 -7 3 1 —g

SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES
Un sistema de m ecuaciones lineales con n incégnitas es un conjunto
de m ecuaciones lineales de la forma:

a111 + a19T9 + - -+ + a1y, = b1

(2)

Am1T1 + Q22X + -+ - + ATy, = bm

siendo z; las incognitas, a;; los coeficientes y b; los términos independientes o

constantes conocidas del sistema. Si b; = 0 para todo j, el sistema se llama
homogéneo. En caso contrario, sistema no homogéneo.
Se llama solucidén del sistema anterior a una n-nupla (s, . .., o) tal que z; = a;

para cada ¢ verifica las m ecuaciones simultaneamente. Resolver un sistema
es calcular, si existe, el conjunto de soluciones comunes a todas las m ecuaciones.
Posibilidades de solucion:

» Posee una unica solucién. Sistema compatible determinado (SCD)
» Posee infinitas soluciones. Sistema compatible indeterminado (SCI).

= No posee solucién. Sistema incompatible (SI).

Dos sistemas de ecuaciones (2) son equivalentes si ambos poseen el mismo con-
junto de soluciones. Denotamos por &; la ecuacién i-ésima del sistema (2):

&t anry + apry + -+ Ay, = ;.

Las siguientes transformaciones entre las ecuaciones del sistema (2) proporcionan
sistemas equivalentes a él.



» Permutar ecuaciones del sistema, &; < &;
= Multiplicar una ecuacién por un escalar no nulo, & — AE;

= Reemplazar una ecuacion por la suma de ella y una combinacién del resto
de ecuaciones,

52' — 52 + )\151 + -+ >\z‘—15i—1 + >\i+15i+1 + -+ )‘ngn

= Eliminar una ecuacion &; que se obtiene mediante una combinacién lineal de
las otras ecuaciones, es decir, & = A&+ -+ A\ 1 &1+ i1 &1+ -+ .
En este caso, la ecuacion &; se llama redundante y se puede eliminar.

Todo sistema de ecuaciones lineales tiene asociados dos matrices: la matriz de

aip - Qi
coeficientes A = Lo y
m1 - Gmn
an ai, b
la matriz de coeficientes ampliada A* = :
Am1 = Omn bm

De esta forma, es posible escribir el sistema como una ecuacién matricial AX = B
siendo A la matriz de coeficientes, X la matriz columna de incognitas y B la
matriz columna de términos independientes.

Clasificacion por rangos:

» Sirang(A) # rang(A*) es un SI (Teorema de Rouché-Frobenius).
» Sirang(A) = rang(A*) = n es un SCD.
» Sirang(A) = rang(A*) < n es un SCL
Existen varios métodos de resolucién del sistema (2).
= Reduccion. Se eliminan las ecuaciones que se obtienen como suma de otras.

= Sustitucion. Se despeja una de las incognitas en funcion de las otras y se
sustituye su valor en las otras ecuaciones.

= Eliminacion gaussiana permite hallar un sistema equivalente a uno dado
pero mas facil de resolver (computacionalmente hablando).
Consiste en transformar el sistema dado en otro equivalente cuya matriz
de coeficientes ampliada es escalonada. En concreto, para obtener dicho



sistema, se escalona por filas la matriz de coeficientes ampliada A*.
El sistema obtenido es de tipo triangular y se resuelve facilmente mediante
sustituciones hacia atras.

» Regla de Cramer. Si n = m y rang(A) = n, entonces la solucién del
sistema (es tinica) se obtiene mediante la férmula

apg v ai-r broaygpr e aig
Ani ** Gpic1 bp Qg1 g da g
T = para cada 1.
|4
r — y + z = 0
Ejemplo 10. Resolver el sistema: ¢ 22 — y — z = 5 .
T + 2y + 2z = =3

Utilizaremos el método de eliminacién gaussiana, escalonando la matriz de coefi-
cientes ampliada. Indicamos las transformaciones hechas por filas: F, — Fy —2F7,
Fy; — F3 — F} y finalmente F5 — F3 — 3F5.

Se obtiene
r -y + z = 0
y — 3z = 5 .
92 = —18
r=1
Despejando z en la iltima ecuacion y sustituyendo hacia atras resulta: ¢ y = —1
z=—2
Ejemplo 11. Discutir y resolver, cuando sea posible, el siguiente sistema con
ke R:
r + y + kz = 1
kx + (k—1y + =z = k
x + y + 2z = k+1

Utilizaremos el método de eliminacén gaussiana, escalonando la matriz de coefi-
cientes ampliada mediante las operaciones Fy, — Fy, — kF| v F3 — F3 — F}.

1 1 k 1 1 1 E o1
E kE—1 1 El—10 =1 1=k 0
1 1 1 k+1 0 0 1—Fk k

Si k=1, la dltima fila es ( 00 01 ), el sistema es incompatible.

k kP —k? — 2k +1
Sik#laz:may:kz_‘_kax: il

1—k
compatible determinado.

y, por tanto, el sistema es

10



VECTORES

Considerando R?, si A(ay,as) y B(b1,bs) son dos puntos suyos, el segmento
AB es el conjunto {(z,y) € R?: (z,y) = {\ay,a2) + (1 — X) (b1, bs) siendo A\ €
0, 1]}.
Un vector fijo en R?, /@, es un segmento orientado del plano que tiene como
origen el punto A y como extremo el punto B. Véase Figura 1. En concreto,
A (bl — Cll,bg — CLQ).

El médulo de 1@, |/@|, es lalongitud de 1@, |/@| = +/(by —a1)? + (by — az)?.
A este modulo se le llama distancia del punto A al punto B.

La direccion de 1@ es la direccion de la recta que lo contiene y el sentido de

1@ es el definido por B.

Un vector libre es el conjunto de vectores del plano que posee el mismo modulo,

direccion y sentido. Un representante de dicho conjunto se denota por u. Véase

Figura 1.

Operaciones: Sean (uy, us), U(vy,v2) dos vectores libres en R? y A un escalar.
Suma de vectores: (uy,uz) + (v, v2) = (u1 + v1,uz + v2) y multiplicacién
de escalar por vector: A(uj,us) = (Auj, Aug). Considérese la representacion
geométrica de la suma y multiplicacién siendo A = 0, A > 0 o A < 0. Véase
Figura 2.

Se llama combinacién lineal de dos vectores {0, T»} de R? al vector \9; + A0y
siendo A;, Ay escalares. Si un vector de {vy,...,0,,} C R? se puede obtener co-
mo combinacién lineal del resto de vectores de {vy,..., 0}, entonces el sistema
{v1,...,0n} es linealmente dependiente. Es caso contrario, {7y, ..., 0} es li-
nealmente independiente. Dos vectores de R?, B = {1, 03}, definen una base
de R? si son linealmente independientes. De esta forma, cualquier vector de R?,
Z, es una combinacion lineal de v y 09, es decir, T = x101 + x205. A los escalares
(21, z2) se les llama coordenadas de T respecto de la base {v1, 02}, T = (21, 22) 5.
Nota: Obsérvese que dada la base B = {(1,0), (0,1)} (llamada base candnica) del
plano R? el vector (3,4) se escribe como 3(1,0) + 4(0, 1) por tanto, (3,4) son sus
coordenadas respecto a B.

El producto escalar de dos vectores de R?, z, 9/, se denota por -7 v es el escalar
x1y1 + oy siendo T(z1,x9) v §Y(y1,y2). Cuando T -y = 0, se llaman vectores
ortogonales o perpendiculares, z 1y

El médulo de un vector, |Z| es +/7 - Z.

El dngulo de dos vectores (7, %) verifica cos(z,y) =

Ty

1[Il
Anélogamente, lo anterior se puede definir para vectores de R? (ternas, (u1, ug, us))*.

4En general, se puede definir para un vector en el espacio R”, es decir, una n-nupla ordenada
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El producto vectorial de dos vectores de R?, Z v 4, es el vector

o=ani=( )

y verifica que es ortogonal a ambos, v Lx, v.1y.

Una recta r, Figura 3, en el plano R? estd determinada por un punto P(z, o)
y un vector director u(uj,us) o dos puntos distintos o por un punto y la pen-
diente. Los puntos (x,y) que pertenecen a una recta r tienen por ecuacion:

Lo X3
Y2 Y3

r1 T3
Y1 Y3

Ty X2
Yy Y2

Y

Vectorial: (z,y) = (2o, yo) + A(u1, ua).

Paramétrica:
r = g+ )\ul . ’
siendo A\ € R el parametro.
Yy = Yo+ Auy P
T —T -
Continua: 0o_Y yo.
Uy U2

Cartesiana o implicita: ax + by + ¢ =0
Ezxplicita: y = mx + n.
Punto-pendiente: y — yo = m(x — o). La pendiente vale m.

El paso de unas a otras puede ser un buen ejercicio. En el caso de la ecuacién
continua, hay que prestar atencién al caso u; = 0 para algin i. Véase Figura 3.
Sean r y s dos rectas del plano R? con pendientes m, y m,. Si m, = m,, son
paralelas y si m,m, = —1, son perpendiculares entre si. Las otras posiciones son
coincidentes o secantes (se cortan en un punto).

Una recta r en el espacio R? estd determinada por un punto P(xg, o, 20) y un
vector director @(uq, us,u3). Los puntos (z,y, z) que pertenecen a una recta se
pueden expresar mediante la ecuacion:

Vectorial: (x7 Y, Z) = ('r()? Yo, ZO) + >\(u17 Uz, u3)'

Paramétrica:
T = o+ Ay
Yy = o+ Aus siendo A € R el pardmetro.
z = ZzZy+ Aug
r—T - z—z
Continua: 0o_Y=% _ 0

U1l U9 Uus
ar+by+cz+d =0

Cartesiana o implicita: { drWy+dztd =0

Un plano en el espacio R? estd determinado por un punto P(xg, yo, 29) y dos
vectores directores linealmente independientes u(uy, us) y v(vq, v2).

($1,$2,...,:Z?n) € R"”.
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Los puntos (z,y, z) que pertenecen al plano se pueden expresar de las siguientes
formas equivalentes:

Vectorial: (x7 Y, Z) = (,To, Yo, ZO) + >\(u17 U2, U3) + IU’(Uh Vg, 1)3)'

Paramétrica:
r = X+ Aup + pu
Yy = Yo+ A\ug + pve siendo A, u € R los pardmetros.

2z = zg+ Ausg + pvs
Cartesiana: ax + by + cz +d = 0 siendo a, b, ¢, d € R.

El vector 7ni(a, b, ¢) es perpendicular al plano y se llama vector normal al plano.
Eliminando o introduciendo pardametros se puede pasar de la expresion paramétri-
ca a la expresion cartesiana o viceversa.

Dos planos en el espacio pueden tener las siguientes posiciones: paralelos (el
sistema de las ecuaciones dadas por cada plano es incompatible), coincidentes o
se cortan en una recta (en ambos casos el sistema de las ecuaciones dadas por
cada plano es compatible indeterminado). Compruébese qué posiciones posibles
hay entre recta y plano de R3.

Ejemplo 12. Escribir las diferentes expresiones de la ecuacién de la recta que
pasa por los puntos A(1,—2) y B(—3,5).

Consideramos el vector directorAB = (—3,5) — (1,—2) = (—4,7). Ecuaciones:
Vectorial: (z,y) = (1,—2) + A\(—4,7)

L o= 1 =4\
Paramétricas: { _ o4y
—1 2
Continua: z = %
Cartesiana: Tv + 4y +1 = 0.
Explicita: y = _Tx -3

Punto-pendiente: y + 2 = JF(z — 1).
CONICAS
Las conicas son casos particulares de la siguiente ecuacion de segundo grado

ax® +bry +cy’ +dr+ey+f=0

siendo x e y las variables y a, b, ¢, d, e, f € R. Sus puntos, las soluciones de dicha
ecuacién, cumplen cierta propiedad geométrica en el plano R?. Estas curvas se
conocen con el nombre de secciones cénicas porque se obtienen al seccionar un
cono con un plano. Se clasifican en circunferencia, elipse, hipérbola y parabola.
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Una circunferencia, Figura 4, es el conjunto de puntos P(z,y) del plano R?
que equidistan 7 > 0 de un punto fijo C(zg,yo) (centro).

Ecuacion general:
2

(z —20)> + (y —yo)* = °.
Una elipse, Figura 5, es el conjunto de puntos P(z,y) del plano R? cuya suma
de distancias a dos puntos fijos F'y F’ (focos) es constante

—
|P_}>7| + |PF'| = 2a siendo a > 0.

Ecuacion general con centro en el origen (0,0), focos F(c,0)y F'(—c,0) (¢ > 0)
siendo a > 0 y b > 0 los semiejes. el semieje menor:

2 2
T )
S +tm=1
Se verifica que a? = b% + 2.
Nota: La circunferencia es un caso particular de la elipse (cuando a = b).
Una hipérbola, Figura 6, es el conjunto de puntos P(z,y) del plano R? cuya

diferencia de distancias a dos puntos fijos F'y F” (focos) es constante
s
|ﬁ| — |PF'| = +2a siendo a > 0.

Ecuacion general con centro (0,0) y focos F(c,0) y F'(—¢,0) (¢ > 0):

22 2
2 !

siendo a > 0 el semieje mayor y b > 0 el semieje menor. Se verifica que ¢ = a?+b.

La hipérbola posee dos asintotas que son dos rectas simétricas que pasan por el

centro. Una hipérbola es equilatera si a = b.

Una pardbola, Figura 6, es el conjunto de puntos P(z,y) del plano R? tales
que equidistan de un punto fijo ' (foco) y de una recta (directriz). El punto
medio entre el foco y la directriz se llama vértice V = (zq, yo).

La recta que pasa por el foco y el vértice se denomina eje de la parabola.
La parabola es simétrica respecto a su eje.
Ecuacion general de la péarabola (vertical) con vértice V. = (xg,y0) y directriz
Y=Y — P
(z —20)* = 4p(y — yo)-

Nota: Para obtener la parabola horizontal se intercambia x con y.
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Ejemplo 13. La circunferencia 2% + y? — 2ax — 2by + ¢ = 0 pasa por los puntos
de coordenadas (1,1),(0,0) y (0,1). Determinar los coeficientes de esa ecuacién
y, por lo tanto, la ecuacién de la circunferencia.

Sustituyendo los puntos en la ecuacién se obtiene el sistema:

—2a —2b +c¢ = -2
c = 0
—2b 4+c = -1

Resolviendo el sistema: a = b = 5 ¢= 0. Luego la ecuacién es: 22 +y*—x—y = 0.

Ejemplo 14. Calcular la ecuacién de la parabola que tiene como directriz la
recta y = 3 y como foco el punto (2,1).

Las coordenadas del vértice son (2, 32) = (2,2).

La directriz es y = 3= 2 — p =3 = p = —1. Luego, la ecuacién es

(x—2)? = —4(y — 2).

Ejemplo 15. Calcular la ecuacién de la elipse con focos en F(3,0), F'(—3,0)
(respecto la ecuacién general), centro en (—1,4) y semieje menor b = 2.

Como ¢ = 3y b = 2, sustituyendo en a® = b%>+ 2, se obtiene a = v/13. Por tanto,
la ecuacion es:

(x+1)? (-4
—1
3 1

Ejemplo 16. Calcular la ecuacién de la hipérbola equildtera con focos en F'(4,0),
F’(—4,0) (respecto la ecuacién general) y centro en (2, —5).
Como es equildtera a = b, y como ¢ = a? + b? entonces ¢> = 2a%. Por tanto,
4?2 = 2a®> — a = /8 = b y la ecuacién es:

(-2 (y+5)?*

— =1
8 8
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Figura 1: Vector Fijo y Vector Libre
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1 1 1+

0 ——+— 0 ——+—

012347 012347
Vector suma (1,3) 4+ (2,2) = (3,5)  Vector producto 2(2,1) = (4,2)

Figura 2: Operaciones: suma de vectores y multiplicacion de escalar por vector
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Figura 3: Recta de ecuacién cartesiana 6z — 8y + 8 = 0
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Figura 4: Circunferencia de centro (zg,yo) y radio r
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Figura 5: Elipse con centro (0,0)

Figura 6: Hipérbola y Parabola
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