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1. Enunciados de los ejercicios

1.1. Ejercicios: Triangulos y trigonometria

Ejercicio 1. Razone por qué las mediatrices se cortan necesariamente en un
punto. Ver respuesta correcta.

Ejercicio 2. El Teorema de Pitagoras proporciona un criterio para determinar
cuando un angulo es recto. Dos corolarios interesantes del Teorema de Pitagoras
nos proporcionan criterios similares para determinar si un angulo es agudo u
obtuso:

(I) Si se verifica
¢ <a®+ b

entonces el angulo del vértice C' es agudo. Reciprocamente si el angulo de
vértice C' es agudo, entonces ¢? < a? + b.

(IT) Si se verifica que
a+b<c?

entonces el angulo del vértice C' es obtuso. Reciprocamente si el angulo de
vértice C' es obtuso, entonces a? + b% < c2.

Usando estos criterios, estudie si son agudos, rectangulos u obtusos, los triangulos
con las siguientes longitudes:

(a) {2,34}
(b) {4,5,6}
(c) {6,8,11}
Ver respuesta correcta.
Ejercicio 3. Razone si puede existir un triangulo de lados 1, 2 y 3. Ver respuesta

correcta.

Ejercicio 4. Considere el tridngulo T de la figura 1. Aplicando razonadamente
el teorema de Pitagoras, calcule las longitudes de sus lados y clasifique razona-
damente todos sus angulos en agudos, rectos u obtusos. Ver respuesta correcta.

Ejercicio 5. Haga lo mismo que en el ejercicio anterior para el triangulo Ty de
la figura 2. Ver respuesta correcta.



1 C= (17 1)
09
0s y=ZLACB
0.7
0.6 b a
05
0s T = AABC
03
02
*1 “a=</BAC ZCBA=p
01 0 01 02 03 04 05 06 07 08 0.9 1 11 12 13 14 15 16 17 18 19 2 21 22 23 24
01jA =(0,0) c B =(2,0)

Figura 1: Representacion de un triangulo en el plano cartesiano

Ejercicio 6. Un triangulo rectangulo tiene un cateto de 20 unidades. Si el dngulo
agudo adyacente mide 73° grados, encuentre el otro angulo y la hipotenusa.
Ver respuesta correcta.

Ejercicio 7. (*) Sea ¢ > 0 un nimero real positivo. Para cada ¢ consideramos el
tridngulo rectangulo 7. de vértices

A, = (070)7 B. = (175)7 C. = (170)

Sean asimismo o, = ZB.A.C., p. = ZA.B.C. los angulos de vértices A, y B.
respectivamente. En este ejercicio se pide los siguiente

(a) Demuestre que T. es un tridngulo rectangulo

(b) Calcule el seno y el coseno de los dngulos a, ..

(c) Estudie el limite de ., . cuando ¢ tiene a cero. Es decir, calcule

lima,, y limf,
e—0 e—0

(d) A la vista de lo anterior, justifique razonadamente los valores de la razones
trigonométricas para los angulos 0° y 90°.
Ver respuesta correcta.

) 2 :
Ejercicio 8. Sitga = 5 encuentre, sin usar la calculadora, el valor de 2 sen o cos a.
Ver respuesta correcta.

Ejercicio 9. Si cosa = a, para algin 0 < a < 1, exprese en términos de a los
valores de sen a, tg o y cotg av. Ver respuesta correcta.



Figura 2: Tridngulos T y T5

Ejercicio 10. Senale cual es el dominio de definicién y el rango de las funciones
tangente y cotangente.Ver respuesta correcta.

Ejercicio 11. Resuelva las siguientes ecuaciones en R:

(a) cosa = ?

(b) sena = —1
Ver respuesta correcta.
Ejercicio 12. Exprese los siguiente angulos en radianes:
(a) 2675°
(b) —820°
(c) 1045°
(d) —201230°
Ver respuesta correcta.

Ejercicio 13. Dados los angulos del ejercicio anterior, determine en qué cua-
drante se encuentran. Ver respuesta correcta.
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Ejercicio 14. Exprese el seno y el coseno de los angulos del ejercicio anterior en
funcién de un angulo del primer cuadrante.
Ver respuesta correcta.

Ejercicio 15. Use un razonamiento geométrico para probar la siguiente identidad

trigonométrica:

1+ tg?a = (seca)?

siendo a un angulo agudo.
Ver respuesta correcta.

Ejercicio 16. Dadas las funciones
(a) y=—2senz
(b) y =3cos (z — %)

Exprese cada una de ellas como una funcién sinusoidal del tipo

y = asen(k(z — §))

en donde necesariamente la amplitud y la frecuencia deben ser reales positivos
(a,k > 0). Ver respuesta correcta.

Ejercicio 17.
(a) Compruebe que
¢ ( . 7r> 1+tga
at+—)=—"—
& 4 1—-tga

(b) Dé una férmula para la tangente de la diferencia de dngulos
tg(a —f)

(c) Simplifique la siguiente expresién, usando las féormulas para el coseno de la
suma y diferencia de dngulos:

cos(x + y) + cos(z — y)

Ver respuesta correcta.

Ejercicio 18.

2
(a) Sicosa = DR calcule sen 2a.



(b) Pruebe la siguiente férmula para el coseno del dngulo triple

cos 3a = 4 cos® o — 3 cos a

Ver respuesta correcta.

Ejercicio 19. A partir de la férmula
a sen «
“()- 122 |
& 2 1+ cosa (1)
pruebe la siguiente formula para el angulo mitad
o 1 —cosa
“()- 1o
2 sen «

Ver respuesta correcta.

Ejercicio 20. Pruebe la siguiente identidad

2 cos (% + oz) Ccos (% — a) = cos 2«

Ver respuesta correcta.

Ejercicio 21. Determine los angulos del triangulo Ty de la figura 2 usando el
teorema del coseno. Verifique asimismo el teorema del seno para Ts. Ver respuesta
correcta.

1.2. Ejercicios: Nuimeros complejos

Ejercicio 22. Sean z; =5 — 3i y 20 = —4 4 7i. Calcule
z . _
(a) 21 + 22 (b) 21 — 2o (c) 2122 (d) 2_1 (e) Z122 (f)iz1 — 27
2
Ver respuesta correcta.
Ejercicio 23. Calcule la parte real y la parte imaginaria de los siguientes ntimeros
complejos:
(@z=—FT =T 2% 34—
-2+ 30

Ver respuesta correcta.



Ejercicio 24. Escriba en forma trigonométrica, y represente en el plano de Ar-
gand, los siguientes niimeros complejos:

(@Wz=2 (B)z=— ()z=2—2/3i (d)z:—g+§z‘

Ver respuesta correcta.

Ejercicio 25. Calcule los siguientes niimeros complejos:

2+ 3i\*
4— 2

@:=a+i? @)=

Ver respuesta correcta.
Ejercicio 26. Calcule:
(@) (=3 +40)2 )1+ ()(=)""
Ver respuesta correcta.
Ejercicio 27. Factorice los siguientes polinomios en C:
(a)2* —3iz+32—9i (b)2°+ (—2+1)2>+ (10 = 20)z +10i  (c)2° —i
Ver respuesta correcta.
Ejercicio 28. Encuentre z € C tales que
(a)Re(iz) —2z2=0 (b)Im((3+1i)z) =2
Ver respuesta correcta.
Ejercicio 29. Observe el siguiente razonamiento:
1=Vi=y/(1)(-1)=v-1v-1l=i-i=i*= -1
.. Cémo es posible que 1 = —17 Ver respuesta correcta.

Ejercicio 30. Usando las propiedades del conjugado de un nimero complejo
pruebe el siguiente resultado: dado un polinomio P con coeficientes reales, si z es
raiz de P, entonces su conjugado z también. Como consecuencia, todo polinomio
de grado impar tiene al menos una raiz real. Ver respuesta correcta.



2. Soluciones ejercicios propuestos

2.1. Soluciones: Triangulos y trigonometria

= Solucién Ejercicio 1: En primer lugar observe que, en principio, las mediatri-
ces podrian cortarse dos a dos y no existir un punto de interseccién comun.
Construimos la mediatriz del lado AB y la mediatriz del lado C'A. Estas
dos rectas, se cortan necesariamente en un punto P (dado que dos lados
de un tridngulo no son nunca paralelos). Veamos que este punto pertenece
necesariamente a la mediatriz del lado restante BC. Como P pertenece a la
mediatriz del lado AB, d(P, A) = d(P, B), y como P pertenece a la media-
triz del lado C'A4, d(P, A) = d(P,C). Asi d(P, B) = d(P,C), lo que implica
que P pertenece necesariamente a la mediatriz del lado BC'.

= Solucién Ejercicio 2:
(a) Es un tridngulo obtuso, por verificarse la condicién del criterio (II)
42 =16 > 13 =22 4 32

(b) Es un tridngulo agudo por verificarse la condicién de éngulo agudo del
criterio (I) para todos los vértices

42 =16 < 61 = 5%+ 62

52— 25 < 52 = 42 4 6

62 = 36 < 41 = 52 + 42

(¢) Usando el criterio (II), es un tridngulo obtuso:
112 = 121 > 100 = 6* + 8?

= Solucién Ejercicio 3: No pueden formar un tridngulo, ya que no se verifica
la propiedad triangular, por ser un lado la suma de los otros dos

3=2+1

En la figura 3 podemos comprobar graficamente la imposibilidad de cons-
truir un triangulo de este tipo.

= Solucién Ejercicio 4: Basta aplicar la formula de la distancia entre dos pun-
tos:
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Figura 3: Resolucion ejercicio 2

Como el cuadrado de uno de los lados es suma de los cuadrados de los otros

dos: ) )
A=22=4=+2 +V2 =% +1?

entonces por el teorema de Pitagoras el angulo del vértice C' es recto. Ne-
cesariamente, los otros tiene que ser agudos ya que su suma tiene que dar
90° por la propiedad de los dangulos interiores de un triangulo.

Solucion Ejercicio 5: Observando el triangulo Ty, se tiene que
d=d(A, C) d((0,0), (1,1)) = /(1 — 0)2 +(1-02=+2

V5

0= d(D,C) = d((0.3) > =10+ (-4 =

= (D, 4) = d((0.}) . (0 WO 0+ (3 -0 = 5

Como el cuadrado de uno de los lados es mayor que la suma de los cuadrados
de los otros dos

2 2
1
d2:ﬂ2:4>;:<§> +(§> =a2+c2

entonces por el enunciado IV del teorema de Pitagoras el angulo de vértice
D es obtuso y por tanto mayor que 90°. Luego la suma de los otros dos
angulos es necesariamente menor a 90° por la propiedad de los angulos
interiores de un triangulo, y por tanto son agudos.



= Solucién Ejercicio 6: En la figura 4 podemos ver una representacion grafica
del problema. Como los angulos son complementarios

g =90°—73"=17°
Y aplicando la definicién de seno

2
c= 0 ~ 68.40

sen 17°

» Solucién Ejercicio 7: (a) Las longitudes de cada lado vienen dadas por

a. = d(B.,C.) = d((1,¢),(1,0) = VP F 2 = ¢
b. = d(A.,C.) = d((0,0),(1,0)) = VIZ 1 02 = 1
. = d(A, B.) = d((0,0), (L&) = VIZ 1 &2 = V1 1 &2

Como
=1+e>=b+a
por el teorema de Pitdgoras concluimos que el tridngulo es rectangulo.

(b) Aplicando la definicién, se tiene

b. 1 e €
COSQe = — = —F/——, SeN0, = — = —F/———
T V1te? e Vit+el
y
ae € b 1

cos f. = — = ———, sen
B PR e B .~ =
(c) Es claro que

lima, = 0°
e—0

Por ser a. y (. dngulos complementarios, a. + 5. = 90°, se tiene

limpB, = lim90° — a, = 90°
e—0 e—0

(d) Por continuidad,

1
cos 0° = cos (111%045) = lim cos o, = lim
E—r

e—0 e=04/1 + £2 =1

De igual forma

(e} — d _ e _ 4 6 _
sen 0° = sen <ll£%ﬁ€> = }jlll(l) sen 3. = lg%—m =0

De lo anterior es claro también

cos90° =sen0° =0, sen90° = cos0° =1

10



= Solucién Ejercicio 8: Aplicando la definicién de tangente

2 sen «v 2
tga=-& =_—- & bsena = 2cosa
5 COS & 5

Luego
2cosa = Hsena (2)

y por tanto
2sen a cosa = sen a2 cosa) = sen a(5sen o) = Hsen” o (3)

Por otra parte, elevando al cuadrado la expresién (2) y aplicando la identi-
dad fundamental de la trigonometria tenemos que

5%sen’ a = 22 cos® a = 4(1 — sen’ ) < 29sen’ a = 4

4
Con lo que sen?a = STIRd sustituyendo en (3) se tiene finalmente

20
2sen —5. ===
sena cosa = H 59 = 29

Figura 4: Representacién grafica ejercicio 6
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Solucién Ejercicio 9: Como cos « = a, por la identidad fundamental

sena = V1 —cos2a = V1 — a?
Por tanto aplicando la definicion de tangente

sena V1 —a?

COS v a

con lo que su reciproca

‘ a av'1 — a?
cotg av = = =
& tgea V1 —a2 1 —a?

Solucion Ejercicio 10: Como por definicion

senx

COS T

La tangente no se puede definir en los puntos en donde se anula el coseno,
y ademas toma cualquier valor real. Por ello:

-7 —bm -3 3r 5w Tm 9
domtgx:{x:cosx;ﬁO}:{x:x#gikﬂ',k’el}:{,..,Tﬂ,?ﬂ—,%,fﬁ Tromom moom

rangotgz = R
Del mismo modo, la cotangente por ser la reciproca de la tangente,

COS T

f(z) = cotgx =
sen x

no se puede definir en todos los puntos en donde se anula el seno y toma
también cualquier nimero real:
domcotg = {z : senz # 0} = {z : ¢ # £2kw, k€ Z} = {..., —4n, 3w, —27, —m,0, 7, 27, 37, 4w, ...}

rango cotg = R

T T
Solucién Ejercicio 11: (a) Los dngulos oy = 4 ¥ 2= son los tinicos que

V2

COS (v] = COS vy = EN

en el intervalo [0,27). Aplicando la periodicidad del coseno, el conjunto
solucién viene dado por

verifican

7
{a1 + 2%kn, k€ Z} U{ag + 2kn, k€ Z} = {gi%w,kez}u{fi%ﬂ-,kez}
_ {iﬁ,iﬁ,igi___.}
TR ]

12
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(b) El dangulo oy = g es el inico dngulo del intervalo [0, 27) que verifica

seno; = —1

Por la periodicidad del seno, el conjunto solucién viene dado por

- 7
{a1 £ 2, ke Z} = {31 + 2%k, k€ Z} - { —m 3T 1}
2 2722

Solucién Ejercicio 12:

Aplicamos la férmula que relaciona los grados sexagesimales con los radianes
en cada caso.

(a) Para a; = 2675°,

rad(a;) = %grad(al) - %2675 ~ 46.69

(b) Para ay = —820°,

rad(ae) = %grad(ag) = 175%(—820) ~ —14.31

(c) Para agz = 1045°,

rad(ag) = %grad(ag) = %1045 ~~ 18.24

(d) Para ay = —201230°,
T

7r
rad(ay) = —=grad(ag) = 180

—201230) ~ —3512.13
180 ( )

Soluciéon Ejercicio 13: El resto de dividir el angulo por 360° nos da el angulo
correspondiente de la circunferencia goniométrica.

(a) Para a; = 2675°,
2675° =7 -360° + 155°

y por tanto el resto es 155°. El angulo se encuentra en el segundo cuadrante.

(b) Para ay = —820°, consideramos la divisién sin signo

820° = 2 - 360° + 100°
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y cambiamos el signo multiplicando por —1
—820° = (—2) - 360°—100°

El angulo correspondiente es —100° = 260° y se encuentra en el tercer
cuadrante.

(c) Para as = 1045°,
1045° =2 - 360° + 325°

El angulo correspondiente es 325° que se encuentra en el cuarto cuadrante.

(d) Para oy = —201230°,
—201230 = (—558) - 360°—350°

El angulo correspondiente es —350° = 10° y se encuentra en el primer
cuadrante.

Solucién Ejercicio 14: (a) El d4ngulo 135° esta en el segundo cuadrante. Asi
si le sumamos 180° pasamos al cuarto cuadrante, y un angulo del cuarto
cuadrante siempre es conjugado con uno del primero. Asi aplicando las
férmulas correspondientes se tiene

c0s(2675°) = cos(155°) = — cos(155° + 180°) = — cos(335°) = — cos(360° — 335°) = — cos(25°)
sen(2675°) = sen(135°) = —sen(155° 4+ 180°) = —sen(335°) = sen(360° — 335°) = sen(25°)

(b) El angulo 260° esta en el tercer cuadrante, restdandole 180° pasamos a
uno del primer cuadrante. Aplicando la férmula de angulos que se diferen-
cian en 180°

cos(—820°) = cos(260°) = — cos(260° — 180°) = — cos(80°)
sen(—820°) = sen(260°) = — sen(260° — 180°) = — sen(80°)

(c) El angulo 325° esta en el cuarto cuadrante, por tanto su conjugado esta
en el primer cuadrante. Aplicando la férmula de angulos conjugados

c0s(1045°) = cos(325°) = cos(360° — 325°) = cos(35°)
sen(1045°) = sen(325°) = —sen(360° — 325°) = — sen(35°)

(d) El &ngulo 10° se encuentra en el primer cuadrante, luego directamente

c0s(201230°) = cos(10°)
sen(201230°) = sen(10°)
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= Solucién Ejercicio 15:

Tenemos que probar la identidad trigonométrica

1 +tg®a = (seca)? (4)

Para probarla cuando « es un dngulo agudo, utilizamos el esquema de la
Figura 7 de la parte de teoria. En este caso

g%ﬂ+£_ﬁi£_g
b) B2 B2 2

en donde en el ultimo paso hemos aplicado el teorema de Pitagoras.

2
1—|—tg2a:1—|—(

Por otro lado, aplicando la definicién de secante y el mismo esquema grafico,
tenemos

1 1 c?

2 _ _— = —

(sec o) = cos2a b b2
c2

Por tanto coinciden, y se tiene que la identidad (4) es cierta para todo
angulo agudo .
= Solucién Ejercicio 16:

(a) Aplicando directamente la férmula de angulos que se diferencian en 7
tenemos:
y=—2senz = 2(—senz) = 2sen (x + 7)

Luegoa=2,k=1,0=—m.

(b) Aplicando el desfase entre seno y coseno
(=3)
cos(x— =) =senx
2

tenemos que

LuegoazB,k:Lﬁ:—g

= Solucién Ejercicio 17:

(a) Como tg % = 1, aplicamos directamente la férmula de la suma de dngu-

los

T
7r tgatte,  tga+1

tg<a+_>: T 1ot
l—tgatgz g
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(b) Por la definicién de tangente y aplicando las férmulas de diferencia de
angulos

sen(aw — )  senacos 3 — cosasen 3

te(— ) = cos(a — B)  cosacos 3+ senasen f3

Dividiendo numerador y denominador por cos a cos 3, se tiene

sen . cos [ _cosa sen 8 sena.l_l'senﬁ
to(a— ) = cosacos 3 cosacosf _ cosa cos 3
cosacos3  senasenf sena  senf
cosacos3  cosacosf cosa cos 15}
_ tga—tgpB
T 14tgatgB

(c) Aplicando las férmulas para el coseno de la suma y diferencia de dngulos
se tiene:

cos(x +y) +cos(x —y) = (cosxcosy —senzseny)+ (coszcosy + senxseny)
= COSxTCOSYy —senxseny -+ CoSx CoSYy + senx seny

= 2cosxcosy

Solucién Ejercicio 18:

(a) Por la identidad trigonométrica fundamental

NN > 2
(L) s

Aplicando la férmula del angulo doble

2 2
sen2a = 2cosasen o = 2\/—_ <:l:§> =41

sena = +v1 —cos?2a =+

2
En general, no podemos a priori determinar el signo.
2
Si a = 45°, entonces cos a = > y sen2a = sen 90° = 1.

Si o = —45°, entonces cosa = — ysen 2a = sen(—90°) = —1.
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(b) Pruebe la siguiente férmula para el coseno del dngulo triple

cos 3a = 4 cos® a — 3 cos a

Aplicando la férmula del coseno de la suma,las formulas del angulo doble
y la identidad fundamental
cos3a = cos(2a + )

= €O0s 20 Ccos — sen 2a sen o

= (C082 a — sen? a) CoS (v — 2sen o/ cos o sen «

= cos®a —sen? acosa — 2 sen? o cos o

= cos®a —3sen?acosa

= cos’a—3 (1 — cos? a) Cos &

= cos’a+3cos®a — 3cosa

= 4cos’a —3cosa

» Solucién Ejercicio 19: Partimos de la férmula (1)

t (Oé)_ Sen «
8\2) T 1¥cosa

Multiplicando numerador y denominador de la formula por 1 — cos«

sena 1 —cosa Sen (v — sen o cos o
14+ cosal —cosa 1 —cos?
Sen o — sen o cos o
sen? o
1 —cosa
sen o

en donde hemos aplicado la identidad fundamental de la trigonometria.

= Solucién Ejercicio 20:
Aplicamos la féormula

2cosacosb = cos(a+ b) + cos(a — b)

T T
paraa=——a,b= -+«

4 4
2 cos (z—a>cos<ﬁ+a) = COs (i—a—l-z—l-a) —l—cos(z—a—z—a>
4 4 4 4 4 4
= cos (g) + cos (—2a)
= 0+ cos(—2a)
= cos(2a)
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en donde en el tltimo paso hemos aplicado la férmula del angulo opuesto.

= Solucién Ejercicio 21: Aplicando el teorema del coseno se tiene que:

NASINERY 2
. ) (L) -v2
ZLADC = arccos % = arc cos M# = arccos(—0.447) = 2.034 = 116.5°
2.2.1
V5\2 2 1)2
: +v2°—(35
/DCA = arccos % = arccos M = arccos 0.9487 = 0.3217 = 18.43°
2a 2%\/5

2, 71\2 V5\2
_ 2 q? V27+(3) —(7 )
ACAD—arccosT —arccosw

arc cos 0.7071 = 0.7854 = 45.00°

Asimismo, verifiquemos que se cumple el teorema del seno

S

d c a V2 % ~5

2
= = & = = ~ 1.58
sen ZADC  sen/ZDCA  sen/ZCAD sen2.034  sen0.3217  sen0.7071

2.2. Soluciones: Nimeros complejos

= Solucién Ejercicio 22:

(a) z1+20=1+4i

(b) 21 — 29 =9 — 10¢

(¢) 2120 =4Ti+1

(d) (2 5—32": 5_32.,-_4_72::_41_23i:—g—§i
z9  —4+T —A+Tt —4-T 65 65 65

(e) Ziza = (b +3i)(—4 + Ti) = —41 + 234

(£) iz — 2%, = i(5 — 3i) — 2(—4 — 7i) = 11 + 19

= Solucién Ejercicio 23:

4+ A+i —2-3i —5— 14
(a) 2= :

243 —-2+43-2-3 13
Re(z) = —=5/13, Im(z) = —14/13
(b) Re(w) = =3, Im(w) = -9

w="7i"+2*®-3°+i—-5
=744 04T 3¢t 4 — 5
=7(—i)+2—-3i+i—5=—-9 —3

= Solucién Ejercicio 24:
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(a) Punto del plano (2,0); 7 = v22 + 02 = 2; FT: 2(cos0 + isen0)
(b) —i° = —z' Punto del plano (0, —1); r = v/12 4+ 0% = 1;

FT: cos— —i—zsen?’—7r
(c) Punto del plano (2, —2v/3); r = 1/22 + (=2v/3)2 =

tangz# —V/3; FT: 4(cos 2 + isen %)

(d) Punto del plano (=2, 2); r = /(=2)2 + (2)? = 2¥2;

2
5/4 . ™
tanézﬁz—l FT: f( s 3T + isen 2T)

IS

w

2=2—2V3i

Figura 5: Representacion de un triangulo en el plano cartesiano

= Solucién Ejercicio 25:

(a) En primer lugar, hallemos 1 + i en forma trigonométrica:

1
r:\/12+12:\/§;tan0:Izl;arctanlz%;

1+ :\/ﬁ(cos% +isen%)
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Usando ahora la férmula de Moivre tenemos:

(1+i0)? = (\/5 (cos % + isen %))12

o1 e (12() o 12(5))

=64(cos 37 + isen3mw) = 64(—1 4 i0) = —64

24304+ 2 1 4.
(b) Observemos que 1 22 g 22 =1 + i Ahora lo pasamos a forma
trigonométrica, teniendo en cuenta que es un punto del primer cua-

drante.

1\* /4\* VI 4
r= — ] + (= :—3;tan9— /5 = 8;arctan 8 ~ 1.4464
10 5 25 1/10

Usando ahora la férmula de Moivre tenemos:

(2 + 32:)4 _ (@(Cos(1.4464) + isen(1.4464))>

4 — 2 25
169

400

1
432(COS(5 7857) + i sen(5.7857))

=0.3712 — 0.20162,

—(cos(4(1.4464)) + isen(4(1.4464)))

donde observemos que hemos aproximado la parte real y la imaginaria.
= Solucién Ejercicio 26:

o (a) (=3 +40)"2 = {1+2i,—1—2i}
° (b) (]_ +’L)1/3 _ {\/_eﬂ'l/12 6 2632#/4’ 6 2617”/12}
o (c)(— )1/7 {e—rrz/l4 3im/14 i, ellin/14 —13im/14 ,—9im/14 6—51'77/14}

= Solucién Ejercicio 27:

o (a) 22 —3i2+32—9i =22+ (3—-3i)z — 9 = (2 — 3i)(2 + 3). Al ser
un polinomio de grado 2 podemos aplicar la férmula cuadratica,

; (330 £ /(3302 —4(-9) —(3—3i)+V18i
— . _ )
_ BB g -3
2 )
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o (b) 22+ (—2+14)22+(10—2i)2+10i = (2 +14)(z — 1 — 3i)(z — 1 + 3i)
En primer lugar usamos la regla de Ruffini para sacar al menos una
raiz, en este caso, z = —i:

—i|1l =2+¢ 10—2: 10¢
—1 2t —10:¢
1 -2 10 0

As, 23 + (=2 +10)2% 4+ (10 — 24)z + 10i = (2 +14)(2* — 22 4+ 10). Ahora
aplicamos la féormula cuadratica para obtener

L 244/(—2)?—-4(10) 2++/-36
B 2 B 2

— z=14+3 z=1-—31

z

_2+6i
)

e (c) En este caso, el problema es equivalente a hallar las raices quintas
del ntimero i, ya que z° — i = 0 es equivalente a resolver z = i'/°. En
primer lugar, hallemos ¢ en forma exponencial:

[NIEY

T . ,
7“:\/12:1;9:§;Z:6Z
Asi, las raices en forma exponencial son:

1

1/5 (61(5+2k7r))1/5 _ {617r/1076z57r/10’ 6197r/10761137r/107 e

i177r/10’ }

Observemos que, salvo una de las raices, el resto tiene parte real e
imaginaria irracional,

"™/10 = cos(m/10) + i sen(7/10)

o2 —

/10 — ¢os(97/10) + i sen(97/10)
13710 — ¢os(137/10) + i sen(137/10)
1710 — cos(17m/10) + i sen(177/10)

Asi,
2P —i= (2= Y (2 — i) (2 — €97/10) (5 — 3T/10)(5 — (i1TT/10)
= Solucién Ejercicio 28: Denotemos z = = + 1y.
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e (a)iz = —y+uxi, Re(iz) = —y, 2Z = 2 +y? y por tanto Re(iz) — 2z =
—y — 2% — y? = 0. El conjunto de puntos

{(z,y) 2 + 9’ +y=0} = {(fc,y):xu (y+%>2= G)Z}

es una circunferencia centrada en (0, —1/2) y de radio 1/2.

e (b)(3+i)(z+1iy) =32 —y+ (3y + x)i. Asi,
{(z,y) : Im((3 +i)z) = 2} = { (z,y) : 3y + = = 2},
conjunto que representa una recta en el plano.

= Solucién Ejercicio 29: En el razonamiento se ha cometido el siguiente error.
Hemos aprendido que la raiz cuadrada de un nimero complejo distinto de
cero (y en particular de un nimero real) son dos numeros distintos. En
este razonamiento solo se tiene en cuenta una de las raices y por tanto hay
igualdades que resultan ambiguas.

= Solucién Ejercicio 30: Partimos de que zy es raiz de un polinomio con co-
eficientes reales P(z) = > | a;2", esto es, P(z) = 0, y queremos probar
que entonces P(Z5) = 0. Para ello vamos a usar estas tres propiedades del
conjugado de un nimero complejo:

(D21 +22=71+%2 (2)Ziza=7Z17 (3)z=2zZ <= z€R

Asi tenemos que

3
3

P& =S a2 a7 (i 7 Y Z 0=

Como consecuencia de este resultado, las raices complejas siempre van “de
dos en dos” y por tanto, si el polinomio tiene grado impar, “la que sobra”
tiene que ser por fuerza real. Recordemos que el Teorema Fundamental del
Algebra nos dice que todo polinomio de grado n con coeficientes en C tiene
n soluciones en C (contando su multiplicidad).
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