Se quiere estimar el niimero de fibricas capaces de producir ar-
mas bacteriolégicas en un determinado pais de 36.000 Km cua-
drados de extensiéon. Para ello se envié un avién espia U2 sobre
el mencionado pais enemigo que realiz6 250 fotografias aéreas co-
rrespondientes a 250 parcelas elegidas al azar, cada una de ellas de
dimensién 30 Km cuadrados, detectandose una planta quimica en-
tre las fotografias realizadas por el mencionado avién espia. ;Qué
estimacién daria para el nimero de plantas quimicas del pais?

El problema puede formularse de varias maneras segin la modelizacién
que se haga del mismo. Parece razonable dividir el pais en parcelas del
tamano tomado por las fotografias; es decir, en 1200 parcelas, cada una de
dimensiéon 30 Km cuadrados. Estamos, en ese caso, ante una poblacién de
tamafio 1200 de la que tomamos una muestra aleatoria de tamano n = 250.

Sin utilizar las herramientas suministradas por la Teoria de Muestras
para Poblaciones Finitas, la cual permite obtener conclusiones para mues-
tras tomadas sin reemplazamiento, admitiremos aqui que las 250 parcelas
fotografiadas por el avidn espia fueron elegidas al azar con reemplazamiento
no resultando elegida ninguna de ellas en mas de una ocasion.

Supondremos ademas que el pafs enemigo en cuestién repartié las plantas
quimicas por su territorio al azar confiando que la aleatoriedad no diera pis-
tas a los servicios secretos enemigos y que, en cada parcela de 30 Km cuadra-
dos, o bien hay una planta o bien no hay ninguna planta quimica. En estas
condiciones, el nimero de plantas quimicas del pais es una variable aleatoria
que sigue una distribucién binomial B(1200,p) siendo p la probabilidad de
que en cada parcela haya planta quimica, probabilidad que supondremos
constante de parcela a parcela. Es decir, suponemos que la colocacion de
una planta quimica en una parcela es un experimento de Bernoulli en donde
se dan dos situaciones posibles: éxito, que haya planta quimica, o fracaso
que no la haya, siendo la probabilidad de éxito p y supuesto que realiza-
mos 1200 pruebas de ese tipo independientemente, manteniendo constante
la probabilidad de éxito.

En esta situacién, el pardmetro a estimar puede ser la media de la bino-
mial, n-p = 1200 p, que representaria el nimero medio de plantas quimicas
en el pais en cuestion después de haber jugado las 1200 pruebas de Bernoulli.

Otra posibilidad es la de determinar el valor mas probable que puede
tomar X; es decir, calcular P{X = z} para los diversos = y elegir como
estimacién del nimero de plantas quimicas, aquel valor x para el que la pro-



babilidad anterior sea mayor, es decir, la moda de la distribucién. En ambos
casos necesito determinar un estimador de p, parametro de una distribucion
de Bernoulli X; ~ B(1,p) siendo X = 120 X; ~» B(1200,p).

Para ello utilizaremos el método de la méxima verosimilitud. Como la
funcién de masa de la Bernoulli B(1,p) es (la binomial B(1,p) recibe el
nombre de distribucién de Bernoulli)
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Su derivada igualada a cero —ecuacién de verosimilitud— serd
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es decir, la proporcién muestral. Ademds conocemos su distribucién en el
muestreo, ya que 1200p = 21200 X, es una distribucién binomial B(1200, p).
Este hecho permite determinar sus propiedades, como por ejemplo que es
insesgado; es decir, que sea cual sea el valor de p,
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Por tanto, una estimacién insesgada de p serd p = 1/250 = 0'004 y del
nimero de plantas quimicas del pafs, 1200-p = 1200-0'004 = 4'8, estimacién
que presenta el inconveniente de no ser un nimero entero.

Vamos a realizar la otra estimacion del niimero mas probable de plantas
quimicas. Para ello debemos determinar las probabilidades P{X = z} para
diversos z siendo X ~» B(1200,0'004). En esta situacién de ser el primer
parametro de la binomial, 1200, muy grande en relacién al producto de
los dos pardmetros, 1200 - 0004 = 4/8, y este producto muy grande en
relacién al segundo pardmetro, 0’004, puede aproximarse la distribucién
binomial por una distribucién de Poisson (CB-seccién 4.4.2) de parametro
1200-0'004 = 4’8. Por tanto, serd P{X =z} = P{Y =z} con Y ~ P(4'8).
La funcién de masa de la distribucién anterior serd
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Esta funcion de x crece hasta un valor maximo y luego empieza a decre-
cer, al igual que ocurre con la funcién de masa de la distribucién de Poisson
para otros valores del parametro que si estan tabulados en la tabla 2. Como
es
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concluimos que el valor mas probable de plantas quimicas del pais es 4.
Como los valores préximos a la moda, 3 y 5, tienen probabilidades muy



similares a la del valor 4, esta medida de posicidén no es tan representativa
de la distribucién de probabilidad como la media. Por tanto, consideramos a
la estimacion de la media més representativa y, como no es un numero entero,
concluimos con una estimacién del nimero de plantas quimicas igual a 5.



