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Resumen – El inicio del contacto, en la cabeza del diente conducido, de cada sección transversal de un engrana-
je helicoidal se produce en condiciones de carga distintas, pues la longitud de la línea de contacto varía con la 
posición de engrane, por lo que la rigidez de engrane y la carga por unidad de longitud varían de forma con-
gruente. Esto supone una diferente deformación de los dientes y, por tanto, un adelanto del inicio efectivo de 
contacto distinto para cada sección transversal, lo que inevitablemente se traduce en que un rebaje de punta, 
cualquiera que sea, sólo será adecuado para absorber esa deformación al inicio del contacto en una -o unas 
cuantas- secciones transversales, pero será escaso o excesivo en todas las restantes. En este trabajo se presenta 
un modelo sencillo para el cálculo de la rigidez, el reparto de carga y la deformación en engranajes helicoidales 
con rebaje de punta, que incluye la simulación del inicio del contacto en las secciones transversales en las que la 
profundidad de rebaje no se ajusta a las condiciones instantáneas de carga. 

Palabras clave – Engranajes helicoidales, rigidez de engrane, reparto de carga, error de transmisión, rebaje de 
punta. 

1. INTRODUCCIÓN 

En engranajes de potencia, la deformación de los dientes por efecto de la carga transmitida provoca un 
retraso de la rueda de salida respecto de su posición conjugada ideal, que se conoce como error de trans-
misión cuasi-estático [1, 2], y constituye una de las fuentes más importantes del error de transmisión glo-
bal. Este error de transmisión, que no es uniforme a lo largo del ciclo de engrane, induce fluctuaciones en 
la velocidad de salida, aceleraciones y deceleraciones en definitiva, que son fuente de carga dinámica y 
vibraciones [3]. Pero además de esto, el adelanto relativo de la rueda conductora provoca un adelanto del 
inicio de contacto efectivo al encontrarse la base del diente de la rueda de entrada con la cabeza del diente 
de la rueda de salida, antes del punto de inicio de contacto teórico, y fuera de la línea de presión. Este 
contacto prematuro produce un choque que también es fuente adicional de sobrecarga, ruido y vibración. 
Un fenómeno parecido ocurre al final del engrane, en el que el diente conductor impulsa al diente condu-
cido a lo largo de un pequeño tramo adicional de contacto, igualmente no conjugado [4]. 

Para hacer frente a este tipo de problemas es habitual recurrir a la modificación del perfil [4, 5]. En 
efecto, si el inicio del contacto tiende a adelantarse, un rebaje en la cabeza del diente conducido lo volve-
rá a retrasar; y si la profundidad de rebaje es la adecuada, el contacto retornará al punto de inicio de con-
tacto teórico [1, 4], lo que garantizará un inicio de contacto suave. Asimismo, aunque la carga dinámica y 
las vibraciones debidas al error de transmisión no se pueden eliminar, se pueden sin embargo controlar 
mediante la elección de la longitud y la forma del rebaje que se aplique [5]. 

El estudio de la influencia de la modificación del perfil en las condiciones de engrane lleva siendo obje-
to de estudio desde hace mucho tiempo. Ya en 1965, la American Gear Manufacturers Association publi-
có un documento [6] con algunas consideraciones preliminares, que incluía una serie de recomendaciones 
para la elección de los parámetros del rebaje. En 1986, Tavakoli y Houser [7] presentaron un algoritmo 
para minimizar diferentes combinaciones de armónicos del error de transmisión mediante distintas com-
binaciones de rebajes de punta y de base. En 1990, Lee et al. [8] estudiaron la influencia de la modifica-
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ción del perfil en engranajes rectos de alto grado de recubrimiento. En 1994, Lin et al. [9] estudiaron la 
influencia de la profundidad y longitud de la modificación de perfil en la carga dinámica de dientes rec-
tos, considerando modificaciones tanto lineales como parabólicas. En 1999, Kahraman y Blankeship [10] 
estudiaron la respuesta dinámica de engranajes rectos. Ese mismo año, Yildirim y Munro [11, 12] desa-
rrollaron criterios para el diseño de rebajes de perfil para engranajes rectos de alto grado de recubrimien-
to, e introdujeron un nuevo tipo de rebaje -llamado rebaje doble-, que evita problemas de interferencia. 

Otros autores han aplicado el método de los elementos finitos al estudio de la rigidez de engrane, el re-
parto de carga y el error de transmisión. Beghini et al. [13] combinaron análisis 2D por elementos finitos 
con técnicas de cálculo semi-analíticas para reducir el error de transmisión en engranajes rectos mediante 
la modificación del perfil. Wang y Howard [14] estudiaron la rigidez de engrane en engranajes rectos de 
alto grado de recubrimiento. Tesfahunegn et al. [15] estudiaron la influencia de la forma del rebaje en las 
tensiones y el error de transmisión. 

Las relaciones entre la rigidez de engrane, el error de transmisión, la respuesta dinámica y la modifica-
ción del perfil también han sido objeto de numerosas investigaciones. Velex et al. [16] demostraron me-
diante desarrollos teóricos la fuerte dependencia de la fluctuación del error de transmisión con la profun-
didad, longitud y forma del rebaje del perfil. Ghribi et al. [17] estudiaron la optimización de la modifica-
ción del perfil mediante la combinación de resultados analíticos y simulaciones numéricas. Bruyere y 
Velex [18] obtuvieron ecuaciones aproximadas del rebaje de perfil que minimiza la fluctuación del error 
de transmisión cuasi-estático mediante el método de las perturbaciones. Chen y Shao [19] desarrollaron 
un método de cálculo de la rigidez de engrane y del reparto de carga para dientes con perfil modificado. 
Bruyere et al. [20] presentaron formulaciones analíticas de la profundidad y longitud de rebaje, para mo-
dificaciones de perfil simétricas que minimizan la fluctuación del error de transmisión cuasi-estático de 
engranajes de pequeño ancho de cara, y Velex et al. [21] desarrollaron una formulación alternativa para 
engranajes rectos de alto grado de recubrimiento. Ghosh y Chakraborty [22] estudiaron la influencia de la 
modificación del perfil en la reducción del nivel de ruido y vibración. 

Recientemente, Díez-Ibarbia et al. [23, 24] estudiaron el reparto de carga en engranajes rectos con mo-
dificación de perfil en uno o ambos dientes. Ma et al. [25, 26] y Sun et al. [27] desarrollaron métodos de 
cálculo de la rigidez de engrane para engranajes rectos y helicoidales. Wen et al. [28] combinaron mode-
los de elementos finitos con el modelo de Hertz para evaluar la tensión de contacto a lo largo del intervalo 
de modificación. 

Los autores han desarrollado un modelo analítico simple para el error de transmisión cuasi-estático [2, 
4, 5] para engranajes rectos estándar y de alto grado de recubrimiento, que tiene en cuenta las modifica-
ciones del perfil. Está basado en la variación de la rigidez de engrane a lo largo del intervalo de engrane, 
obtenida en trabajos anteriores [29-31], que proporciona ecuaciones analíticas sencillas para el reparto de 
carga, con las que a su vez se han desarrollado modelos de cálculo resistente a rotura en la base y a pica-
dura, para engranajes rectos y helicoidales, incluyendo los de alto grado de recubrimiento transversal [32-
35]. 

También se ha desarrollado un modelo de reparto de carga y error de transmisión para engranajes rectos 
en condiciones de carga no nominales [36]. Es evidente que, si la profundidad de rebaje se calcula para 
desplazar el punto de inicio de contacto efectivo hasta el punto de inicio de contacto teórico, el resultado 
sólo será válido para una determinada deformación de los restantes dientes en contacto -es decir, para un 
determinado ángulo de retraso de la rueda conducida-, lo que sólo ocurre para una determinada carga, que 
será, normalmente, la carga nominal. Si el rebaje fuera menor -o si la carga fuera mayor-, el inicio del 
contacto se retrasaría, pero menos de lo necesario para situarse el punto teórico, por lo que se producirá 
choque al inicio del engrane. Si el rebaje fuera mayor, o la carga menor, el inicio del contacto se produci-
ría después del punto teórico, sin choque significativo, pero con reducción del grado de recubrimiento 
efectivo. 

Esta consideración, que puede tener alguna relevancia en el caso de engranajes rectos, es en cambio de-
cisiva para el estudio del contacto en engranajes helicoidales. En efecto, en cada punto del ciclo de engra-
ne, la línea de contacto tiene una longitud y una ubicación específicas, de manera que las condiciones de 
carga sobre cada una de las secciones transversales del diente son también diferentes. Y, en consecuencia, 
la mayor parte de las secciones transversales iniciarán su engrane con unas condiciones de carga diferen-
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tes de aquéllas para las que se calculó el rebaje. En este trabajo se presenta el desarrollo de un modelo 
para la simulación del reparto de carga y el error de transmisión en engranajes helicoidales con modifica-
ción de perfil. Se analiza el inicio y la finalización del engrane en cada sección transversal, así como el 
grado de recubrimiento transversal efectivo en cada una, y se representa la variación de la fuerza por uni-
dad de espesor que actúa sobre la sección durante su intervalo de engrane completo. Se estudia también la 
influencia de los grados de recubrimiento transversal y en el salto. 

2. MODELO DE RIGIDEZ Y REPARTO DE CARGA PARA ENGRANAJES RECTOS 

Se describe en este apartado, de forma somera, el modelo de rigidez, reparto de carga y deformación, 
para engranajes rectos, que servirá de fundamento al modelo que se presenta para engranajes helicoidales. 
Una presentación detallada se puede encontrar en [4, 5, 36]. 

De modo aproximado, la rigidez de engrane de una pareja de dientes rectos se puede expresar como: 
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siendo el grado de recubrimiento trasversal. El parámetro  define el punto de contacto en la línea de 
engrane, y su valor viene determinado por: 
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donde Z1, rc1 y rb1 representan el número de dientes, el radio de base y el radio del punto de contacto de la 
rueda conductora. Los puntos in y o representan los límites inferior y superior del intervalo de engrane 
teórico; min y max los del intervalo de engrane efectivo, es decir, incluyendo los intervalos de engrane 
adicionales ocasionados por el adelanto del inicio del contacto y el retraso de la finalización del mismo, 

 

Fig. 1. Curva de rigidez de engrane de una pareja de dientes rectos. 
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debidos a las deformaciones de los dientes [4, 5]. La Fig. 1 representa la curva de variación de la rigidez a 
lo largo de la línea de engrane. De esta definición de  se puede concluir que los parámetros correspon-
dientes a los límites del intervalo de engrane teórico in y o, y los correspondientes a dos dientes en con-
tacto simultáneo (i) y (j), están relacionados por: 
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A partir de la curva de rigidez así definida, la curva de reparto de carga teórica se puede obtener como: 
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donde KM se considera extendida únicamente sobre el intervalo de engrane teórico, y el sumatorio se ex-
tiende a todas las parejas de dientes en contacto simultáneo. De acuerdo con esa distribución de carga 
teórica, la deformación de la pareja de dientes sería: 
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Se puede observar que el término de la derecha no depende de i, de donde se puede concluir que la de-
formación de la pareja de dientes, en un instante dado, es la misma para todas las parejas en contacto en 
ese instante; y que, por tanto, esa deformación, se puede describir como un retraso angular de la rueda de 
salida respecto de la rueda de entrada. Este retraso, que no es uniforme a lo largo del ciclo de engrane -
puesto que no depende de i pero sí de - es lo que origina el error de transmisión cuasi-estático. 

Pero, como se ha indicado más arriba, ese retraso relativo induce también un adelanto del inicio efecti-
vo del contacto, y un retraso de la finalización efectiva. La Fig. 2 ilustra el adelanto del inicio. Por efecto 
de la carga, la rueda de salida se retrasa un ángulo 2 respecto de la de entrada, de forma que el perfil del 
diente conducido, que teóricamente habría de pasar por el punto d, pasa en realidad por el punto c. Como 
la deformación es la misma para todas las parejas de dientes en ese instante, el perfil del diente conducido 
de la pareja siguiente (o su prolongación, como en este caso), que debería pasar por el punto b, pasa en 
realidad por el punto a, de forma que las longitudes de los segmentos ab y cd son iguales. 

En el detalle de la derecha se aprecia cómo ese retraso ab provoca un adelanto del inicio efectivo del 

 

Fig. 2. Deformaciones inducidas por la carga. 
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contacto en el punto I, en el que la base del diente conductor choca con la cabeza del diente conducido, 
fuera de la línea de engrane y antes del punto de inicio de contacto teórico e. Obviamente, la longitud del 
intervalo de engrane adicional es la longitud del segmento be, mucho mayor que la deformación de los 
dientes ab, y el punto b estaría caracterizado por el valor del parámetro min, según la nomenclatura adop-
tada. La relación entre las longitudes de los segmentos ab y ae se puede obtener por consideraciones 
geométricas, como se describe en [4, 5]. 

En el interior del intervalo adicional de engrane, y admitiendo que el retraso relativo entre el diente 
conducido y el conductor se mantiene igual en todas las parejas en contacto simultáneo, la pareja de dien-
tes se deforma menos que las restantes, pues parte del desplazamiento relativo se emplea en acercar los 
dientes hasta que se toquen. Así, en el punto b, la distancia que se han de aproximar para contactar es ab, 
y la deformación de la pareja en ese instante es nula. En el punto e ocurre al revés, la distancia que se han 
de aproximar para contactar es nula, y la deformación será igual a la deformación de las restantes parejas. 
En general, si se designa por () el desplazamiento relativo de los dientes medido en la línea de engrane, 
y por G() la distancia que se han de aproximar para iniciar el contacto, la deformación de la pareja de 
dientes será la diferencia ()–G(), y la fuerza que transmite la pareja de dientes cualquiera j será: 
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donde, de modo muy aproximado, 
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La obtención de las ecuaciones (8) y el cálculo de los coeficientes Cp–in y Cp–o se pueden encontrar en 
[4, 5]. De acuerdo con la ecuación (7), la fuerza total transmitida será: 
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de donde la distancia de acercamiento relativo resulta ser: 
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y el error de transmisión cuasi-estático: 
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La fuerza transmitida por una pareja de dientes y la curva de reparto de carga se obtienen reemplazando 
la ecuación (10) en la ecuación (9): 
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La Fig. 3 representa las curvas de reparto de carga y de error de transmisión, teóricas y con contacto ex-
tendido, para engranajes convencionales y de alto grado de recubrimiento. Las curvas teóricas de los dia-
gramas -en línea de trazos- se han obtenido con las ecuaciones (5) y (6); las de contacto extendido -en 
línea continua- con las ecuaciones (10) y (12). 

Como se indicó más arriba, el choque entre dientes al inicio del engrane se puede evitar mediante el re-
baje del perfil en la cabeza del engranaje conducido. La Fig. 4 muestra el efecto del rebaje: en el punto I 
deja de existir contacto, y el inicio del contacto se desplaza a la derecha. Si la profundidad de rebaje es la 
adecuada, el inicio del contacto se desplazará justamente hasta el punto e. 

 

 

Fig. 3. Aproximación teórica (línea de trazos) y de contacto extendido (línea continua) de las funciones de reparto de carga 
(arriba) y de error de transmisión (abajo), para engranajes rectos convencionales (izquierda) y de alto grado de recubrimiento 
(derecha). 

 

Fig. 4. Retraso del inicio del contacto por el rebaje de perfil. 
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En general, la función de rebaje también se puede expresar en función del parámetro de contacto a lo 
largo de la línea de engrane, de la siguiente manera: 
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donde R–in y R–o son las profundidades de rebaje a la entrada y a la salida, R–in y R–o las longitudes 
de rebaje, y zin y zo los exponentes de la forma de rebaje, normalmente iguales a 1 o 2, e iguales entre sí. 

En este caso, la fuerza sobre una pareja de dientes j será: 
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puesto que a la deformación anterior hay que restarle ahora la profundidad de rebaje en el punto conside-
rado. Siguiendo un procedimiento idéntico al anterior: 

         T M G R
j

F K j j j             (15) 

  
      

 

T M G R
j

M
j

F K j j j

K j

    
 



    







 (16) 

           
 2

1 1

1
T M G R

j

b b M
j

F K j j j

r r K j

    
 

 


    
 






 (17) 

    
 

          
1

M G G R R
jM

M T
j

K j j j
K

R
K j F

        





      
 

    
 




 (18) 

La Fig. 5 representa las curvas de reparto de carga y de error de transmisión para un engranaje recto de 
grado de recubrimiento convencional, con modificación de perfil en uno o ambos extremos del intervalo 
de engrane. Las curvas teóricas de los diagramas -en línea de trazos- se han obtenido con las ecuaciones 
(5) y (6); las de contacto extendido -en línea de puntos- con las ecuaciones (10) y (12), y las de perfil con 
rebaje -en línea continua- con las ecuaciones (16) y (18). La profundidad de rebaje se ha escogido de for-
ma que el punto de inicio de contacto efectivo se traslade exactamente al punto de inicio de contacto teó-
rico, y la forma del rebaje la correspondiente a una modificación lineal. 

Finalmente, la Fig. 6 muestra las curvas de reparto de carga y de error de transmisión cuasi-estático de 
un engranaje recto con modificación de perfil asimétrica, de profundidad de rebaje menor que la ajustada 
a la carga, a la entrada del intervalo de engrane, y mayor a la salida. Se observa que a la entrada, el inter-
valo de engrane se sigue alargando (aunque en menor cantidad que en el diente sin rebaje), y que a la 
salida se acorta, reduciendo el grado de recubrimiento efectivo. Estas curvas se obtienen también a partir 
de las ecuaciones (16) y (18), pero teniendo siempre en cuenta que la fuerza en cada pareja, descrita por la 
ecuación (15) nunca puede ser negativa, de forma que, en cada momento, los sumatorios están extendidos 
a las parejas de dientes que verifican: 
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       0G Rj j           (19) 

pues de lo contrario, obviamente, no estarían en contacto. 

3. MODELO DE RIGIDEZ Y REPARTO DE CARGA PARA ENGRANAJES HELICOIDALES 

Todo lo expuesto hasta ahora para engranajes rectos, es aplicable a engranajes helicoidales si se consi-
deran sus secciones transversales como una sucesión de engranajes rectos de espesor diferencial, cada uno 
de los cuales se sitúa con un giro relativo respecto del anterior. En efecto, es sabido que el perfil del dien-

 

 

Fig. 5. Curvas de reparto de carga y error de transmisión cuasi-estático de engranajes rectos con modificación lineal de perfil 
asimétrica (izquierda) y simétrica (derecha), de profundidad ajustada. 

 

Fig. 6. Curvas de reparto de carga y error de transmisión cuasi-estático de engranajes rectos con modificación lineal de perfil, 
de profundidad menor (al inicio) y mayor (a la finalización) que la ajustada a la carga. 
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te en la sección transversal es una evolvente de circunferencia, cuyo radio de base depende del ángulo de 
hélice, al que por tanto se pueden aplicar todas las ecuaciones de los engranajes rectos. Sin embargo, exis-
te una diferencia sumamente importante, y es que mientras el ciclo de carga de todos los dientes de un 
engranaje recto es idéntico (es decir, todos tienen la misma carga al inicio el engrane, todos la misma en 
el punto medio del intervalo, todos la misma al final, etc.), no sucede lo mismo en las distintas secciones 
transversales de un engranaje helicoidal. Ello es debido a que la longitud y posición de la línea de engrane 
varía continuamente, y la carga se distribuye de modo diferente en cada punto del ciclo de engrane. Con-
secuencia de ello es que nunca un rebaje del perfil podrá tener la profundidad ajustada a todas las seccio-
nes transversales, lo que habrá de tenerse en cuenta en el modelo. 

Para trabajar con engranajes de ancho de cara diferencial, se va a introducir un cambio en la nomencla-
tura. Se puede comprobar con facilidad [4, 5] que la amplitud de variación de la rigidez de la pareja de 
dientes KMmax es proporcional al ancho de cara b, de tal manera que se puede hacer: 

 max max'M MK K b  (20) 

donde K’Mmax no depende del ancho de cara. Asimismo, se ha de hacer constar que, para las secciones 
transversales de engranajes helicoidales, el cálculo de b0 y m se ha de hacer a partir del grado de recu-
brimiento ficticio *

, correspondiente a un engranaje idéntico, pero con altura de cabeza ha/cos. El pro-
cedimiento y sus fundamentos se explican con profundidad en [30]. Por último, para simplificar las ecua-
ciones, se introducirá el concepto de rigidez normalizada K(), definida como: 
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K
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
   (21) 

3.1. Rigidez en el intervalo de contacto teórico 

Para el contacto teórico, la rigidez normalizada viene dada por: 
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 (22) 

de manera que la fuerza transmitida por cada sección transversal es: 
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 (23) 

donde 0 corresponde al parámetro  de la sección transversal de referencia, que se hace coincidir con la 
primera sección transversal del diente en empezar a contactar (una de las dos secciones extremas, depen-
diendo del sentido de la hélice). El parámetro 0 identifica, por tanto, la posición de engrane. La integral 
del denominador se extiende a lo largo de la línea de contacto teórica, designada con lc, que obviamente 
será función de 0. Si se tiene en cuenta que [29-30]: 

 d db
b
   (24) 

la ecuación anterior se puede expresar como: 
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que representa la distribución de carga a lo largo de la línea de contacto (cada uno de cuyos puntos está 
caracterizado por un ), en una posición de engrane genérica, caracterizada por 0. 
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La integral del denominador se designará por IK(0). En el caso del contacto teórico se puede calcular 
con facilidad, y se expresa en función de los grados de recubrimiento transversal y en el salto,  y , y 
de las partes enteras de los grados de recubrimiento transversal y total, E y E, respectivamente: 
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con: 
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Como antes, la deformación de la pareja de secciones transversales verifica: 

      0 max 0, ' d ,M thF K bK       (28) 

y, sustituyendo en la ecuación (25), resulta: 
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Como en el caso anterior, también ahora la deformación es la misma para todas las secciones transver-
sales en contacto (pues no depende de , sino únicamente de 0), de manera que también ahora se puede 
hablar de un ángulo de retraso de la rueda de salida y, consecuentemente, del error de transmisión cuasi-
estático. Por esta misma razón, se puede hablar también de una rigidez de engrane de la pareja de engra-
najes helicoidales, en cada punto del intervalo de engrane; la cual, por la propia definición de rigidez, 
vendrá dada por: 

      max
0 0

0
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M K th
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K I
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 
      (30) 

La función IK describe, por tanto, la rigidez de engrane del engranaje helicoide, y se la puede denominar 
rigidez de engrane normalizada. La Fig. 7 representa la función IK–th(0) -proporcional a la rigidez- y la 
deformación (0) -proporcional al error de transmisión cuasi-estático e inversamente proporcional a la 

 

Fig. 7. Curvas de rigidez (izquierda) y de error de transmisión cuasi-estático (derecha) según el modelo de contacto teórico, 
de un engranaje helicoidal de = 1,525 y  = 0,659. 
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rigidez-, para un engranaje helicoidal de grado de recubrimiento transversal 1,525 y grado de recubri-
miento en el salto 0,659.  

3.2. Rigidez en el intervalo de contacto extendido 

Ahora, la rigidez de la pareja de secciones transversales es: 
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y la distancia de acercamiento para el inicio del contacto en el intervalo de engrane adicional: 
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 (32) 

en la que Cp–in y Cp–o se calculan como antes, y min y max se determinan teniendo en cuenta que sus G 
correspondientes describirían lo que se habría de deformar el engranaje en esa posición -es decir, (0)- 
para que el contacto empezara y terminara min y max. Y aunque (0) todavía no es conocido, es admisi-
ble utilizar el valor de th(0), pues resulta congruente con la definición de rigidez; de manera que se tie-
ne: 
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Se puede apreciar que min y max son ahora funciones de 0. La Fig. 8 representa la variación de min y 
max a lo largo del ciclo de engrane del engranaje helicoidal del ejemplo anterior. De acuerdo con ello, la 
fuerza sobre una sección transversal es: 

 

Fig. 8. Límites inferior (izquierda) y superior (derecha) del intervalo de contacto extendido en cada posición de engrane, de 
un engranaje helicoidal de = 1,525 y  = 0,659. 
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        0 max 0, ' dM th GF K bK           (34) 

que integrada a lo largo de la línea de contacto extendida, resulta: 
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expresión que, sustituida en la ecuación (34), proporciona la distribución de carga a lo largo de la línea de 
contacto. El cálculo de IK–ex es algo más complicado que el de IK–th, pero se puede plantear del mismo 
modo: 
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con: 
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La integral del numerador se puede plantear descomponiendo en los mismos intervalos que la anterior: 
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En la Fig. 9 se muestran las curvas de IK–ex(0) y(0) del modelo de contacto extendido para el engra-
naje helicoidal del ejemplo anterior. 

3.3. Dientes con modificación de perfil 

En el caso de dientes con rebaje de perfil, la fuerza sobre una sección transversal viene dada por: 

          0 max 0, ' dM ex R GF K bK              (39) 

 

Fig. 9. Curvas de la función IK (izquierda) y del error de transmisión cuasi-estático (derecha) según el modelo de contacto 
extendido, de un engranaje helicoidal de = 1,525 y  = 0,659. 
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donde Kex() yG()se definieron en el apartado anterior, y R() como se definió para engranajes rectos: 
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Como siempre, la ecuación (39) es válida siempre que (0)–R()–G() > 0, pues en caso contrario no 
habría contacto, y la fuerza sería nula, pero nunca negativa. De nuevo eso se traduce en que los límites del 
intervalo efectivo de contacto varían con la posición de engrane, o lo que es lo mismo son funciones de 
0, que se habrán de calcular buscando los valores de  que son soluciones de la ecuación: 

    0RG ex     (41) 

para cada valor de 0. El resultado para el engranaje helicoidal del ejemplo anterior, con rebaje lineal en 
ambos extremos de longitud R–in = R–o = 0,2 y profundidad R–in = R–o = 0,119, se muestra en la Fig. 
10. Una vez conocidos min-ef (0) y max-ef (0), la deformación se calcula con: 
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donde las integrales se pueden descomponer de la misma manera que antes: 
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Fig. 10. Límites inferior (izquierda) y superior (derecha) del intervalo de contacto extendido en cada posición de engrane, de 
un engranaje helicoidal de = 1,525 y  = 0,659 con rebaje simétrico de longitud R–in = R–o = 0,2 y profundidad R–in = 
R–o = 0,119. 
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con: 

 
       

       
sup min 0 max min 0 0 max

inf min 0 max min 0 0 max

min , max ,

min , max ,

j ef ef ef ef

j ef ef ef ef

j j j

j j j  

       

          

   

   

       

          
 (44) 

Finalmente, una vez calculada (0), la fuerza sobre cada sección transversal se obtiene sustituyendo la 
ecuación (44) en la ecuación (39). En la Fig. 11 se muestran las curvas de IK–ex(0) y(0) del modelo de 
contacto extendido para el engranaje helicoidal con rebaje simétrico del ejemplo anterior. 

4. RESULTADOS 

El modelo presentado en los apartados anteriores permite conocer tanto la distribución de la fuerza a lo 
largo de la línea de contacto -y eso en cada punto de la línea de engrane, en cada uno de los cuales hay 
una línea de contacto distinta-, así como la variación del error de transmisión cuasi-estático dentro de un 
ciclo de engrane. El error de transmisión cuasi-estático se puede calcular con la ecuación: 

    
2

2br

 
    (45) 

donde (0) se obtiene a partir de las ecuaciones (35), para dentaduras sin rebaje, y (42) para dientes con 
perfil rebajado. También se puede obtener el error de transmisión cuasi-estático teórico, mediante la 
ecuación (29). La Fig. 12 muestra las tres curvas de error de transmisión cuasi-estático del engranaje heli-
coidal considerado en los ejemplos anteriores. 

Las Figuras 5 y 6 muestran las mismas tres curvas de error de transmisión, para el caso de engranajes 
rectos. Se aprecia que, en las posiciones de contacto en que ninguna pareja está contactando dentro del 
intervalo de rebaje o del intervalo de contacto extendido, las tres curvas son coincidentes. Tiene todo el 
sentido, puesto que ésa es la situación que se supone que se da durante todo el ciclo de engrane, cuando se 
calcula la deformación y el reparto de carga teórico. Sin embargo esta situación no se da en el engranaje 
helicoidal de la Fig. 12, en la que no se aprecia ningún intervalo de coincidencia. La razón es muy clara: 
no existe ningún punto en el intervalo de engrane en el que todas las secciones transversales estén en con-
tacto fuera de los intervalos de rebaje y de contacto extendido. Podría darse, no obstante, en engranajes 
helicoidales de muy bajo recubrimiento en el salto. 

 

Fig. 11. Curvas de la función IK (izquierda) y del error de transmisión cuasi-estático (derecha) según el modelo de contacto 
extendido, de un engranaje helicoidal de = 1,525 y  = 0,659 con rebaje simétrico de longitud R–in = R–o = 0,2 y 
profundidad R–in = R–o = 0,119. 
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La distribución de la fuerza se puede determinar con las ecuaciones (34) y (39), para dentaduras sin re-
baje y con rebaje, respectivamente; y con la ecuación (25) para la aplicación del modelo teórico, también 
válido para engranajes muy poco cargados. Puesto que la fuerza depende de dos parámetros,  y 0, su 
representación requerirá un diagrama en tres dimensiones, con toda probabilidad poco descriptivo. Sin 
embargo, puede resultar interesante representar la variación de la fuerza a lo largo del intervalo de engra-
ne de una sección transversal concreta, aunque se ha de tener en cuenta que esa no será válida para las 
otras secciones transversales del engranaje. Se trata, en definitiva, de particularizar las ecuaciones (25), 
(34) y (39) para una sección transversal concreta, que vendrá caracterizada por la ecuación  = 0–k. La 
Fig. 13 muestra la variación de la carga a lo largo del intervalo de engrane del engranaje helicoidal de los 
ejemplos anteriores, para las dos secciones transversales extremas,  = 0 y  = 0–, y la sección inter-
media,  = 0–/2. Para las tres secciones se representan las distribuciones de fuerza teórica, extendida y 
con rebaje. Se puede apreciar que la distribución de carga es bastante diferente de unas secciones trans-
versales a otras, diferencia que se hace todavía más acusada si se compara con la distribución de carga en 

 

Fig. 12. Error de transmisión cuasi-estático de un engranaje helicoidal de = 1,525 y  = 0,659, según el modelo teórico 
(trazos), extendido (puntos) y con rebaje de perfil simétrico (continuo). 

 

Fig. 13. Carga por unidad de ancho de cara en las secciones transversales extremas (1) y (3), e intermedia (2), de un engrana-
je helicoidal de = 1,525 y  = 0,659, según el modelo teórico (trazos), extendido (puntos) y con rebaje de perfil simétrico 
(continuo). 
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un engranaje recto. Se observa también una cierta simetría especular, que se traduce en que la sección 
intermedia presenta una curva de reparto de carga más o menos simétrica. 

Como era de esperar, el modelo teórico sobreestima el valor de la fuerza transmitida, puesto que no to-
ma en consideración el intervalo de engrane extendido. Por la misma razón, el diente rebajado ha de so-
portar cargas mayores, puesto que parte del intervalo extendido se evita con el rebaje. Por último, cabed 
estacar que la máxima carga se presenta en el punto medio del intervalo de engrane de la sección inter-
media. 

La Fig. 14 muestra una gráfica similar, para el caso de un engranaje helicoidal en que la suma de las 
partes decimales de los grados de recubrimiento transversal y en el salto son menores que 1, al contrario 
que en el caso anterior. La notable diferencia entre ambas figuras se explica por el hecho, bien conocido, 
de que la variación de la longitud de contacto a lo largo de la línea de engrane, es diferente en ambos 
casos. Se mantiene, no obstante, la simetría especular de las distribuciones en las secciones transversales, 
la simetría en la distribución de la sección transversal intermedia y la localización del máximo de carga en 
el punto medio del intervalo de engrane de esta sección intermedia. 

5. CONCLUSIONES 

En este trabajo se ha desarrollado un modelo para la determinación de la rigidez, la distribución de car-
ga y el error de transmisión, en engranajes helicoidales de perfil de evolvente, incluyendo dentaduras con 
modificación de perfil. Está basado en un modelo similar desarrollado para engranajes rectos, para cuya 
aplicación se ha de considerar el engranaje helicoidal como una sucesión de engranajes rectos de espesor 
diferencial, girado cada uno de ellos respecto del anterior un ángulo constante, también diferencial. Este 
planteamiento debe considerarse válido porque se ha demostrado que, en condiciones de carga, todas las 
secciones transversales del engranaje helicoidal sufren idéntico retraso del diente de salida con respecto al 
de entrada por efecto de la deformación, por lo que la rigidez del acoplamiento entre las secciones puede 
considerarse infinita. 

Con este planteamiento, se ha estudiado el reparto de carga y el error de transmisión cuasi-estático en 
condiciones teóricas de engrane, en condiciones reales a lo largo del intervalo de contacto extendido, y en 
presencia de modificaciones de perfil. Es de destacar que, a diferencia de los engranajes rectos, en los que 
las condiciones de carga son idénticas al inicio del engrane de todas las parejas de dientes, las distintas 

 

Fig. 14. Carga por unidad de ancho de cara en las secciones transversales extremas (1) y (3), e intermedia (2), de un engrana-
je helicoidal de = 1,495 y  = 0,442, según el modelo teórico (trazos), extendido (puntos) y con rebaje de perfil simétrico 
(continuo). 
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secciones transversales de un engranaje helicoidal comienzan (y terminan) el engrane en condiciones de 
carga distintas, debido a que la línea de contacto, tanto en su ubicación como en su longitud, es diferente 
en cada punto del intervalo de engrane. Consecuencia de ello es que no es posible ajustar la profundidad 
de rebaje a las condiciones de carga, si el rebaje ha de ser el mismo en todas las secciones. Por esta razón, 
la influencia de los parámetros de rebaje en el reparto de carga y el error de transmisión es mucho más 
complicada y menos intuitiva que en el caso de engranajes rectos. 

Se ha comprobado también que las curvas de reparto de carga son diferentes en las distintas secciones 
transversales, y que la máxima carga siempre se localiza en el punto medio del intervalo de engrane de la 
sección intermedia. 

El modelo presentado permitirá el desarrollo de modelos de cálculo resistente y de error de transmisión, 
así como la realización de estudios influencia de determinados parámetros geométricos, en particular los 
grados de recubrimiento transversal y en el salto, cuya variación tiene efectos muy diversos y poco intui-
tivos, que abren un interesante campo a la optimización.  
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MODEL FOR LOAD SHARING AND TRANSMISSION 
ERROR FOR HELICAL GEARS WITH TIP RELIEF 

 

Abstract – The start of contact, at the driven tooth tip, of each transverse section of a helical tooth occurs under 
different load conditions, since the length of contact varies along the meshing cycle, and therefore the meshing 
stiffness and the load per unit length vary accordingly. This results in a different teeth deflection, and therefore 
a different advance of the effective start of contact for each transverse section. This means that whatever the tip 
relief, it will be suitable to absorb the teeth deflection at the start of contact only for one -or a few- transverse 
sections, but it will be small or too large for all the rest. In this work a simple model is presented for the calcula-
tion of mesh stiffness, load distribution and teeth deflection for helical gears with tip relief, which includes the 
simulation of the start of contact in the transverse sections in which the relief depth does not adjust to the instan-
taneous load conditions. 

Keywords – Helical gears, Meshing stiffness, Load sharing, Transmission error, Tip relief. 

 
 


