Estudios anteriores han demostrado que puede admitirse una dis-
tribucién de Poisson para el namero de hembras, en una determi-
nada regién, de la mosca tropical americana (Dermatobia hominis)
la cual se caracteriza por poner sus huevos en un mosquito, pa-
sando las larvas de la mosca a la piel de la persona cuya sangre ha
chupado el mosquito.

Examinada la regién en cuestién en 10 dias elegidos al azar, se
obtuvo el siguiente nimero de moscas hembra de la citada especie:

2.1,3,3,4,2,1,2,3,2

Se pide:

a) Estimar la ley de probabilidad que rige el mencionado niimero
de moscas hembra de la regién en estudio.

b) Determinar la estimacién de maxima verosimilitud del niimero
medio de moscas hembra de la regién en cuestion.

¢) Calcular el niimero minimo de dias que debe de muestrearse
en la region en estudio, para que la diferencia entre el nimero me-
dio de moscas hembra de la regiéon y su estimacion, se diferencien
en menos de una, con probabilidad 0'99.

a) Del enunciado se desprende que para la variable aleatoria X, niimero
de moscas hembra de la regién en estudio, puede admitirse una distribucién
de Poisson P(#), lo cual significa que modelizamos, en cuanto a la forma,
la ley de probabilidad que rige dicha variable aleatoria —la correspondiente
a una distribucién de Poisson—, dependiendo la determinacién completa de
dicha ley de probabilidad del valor que asignemos a f. Estimando # con-
venientemente, habremos estimado la ley de probabilidad de la variable en
estudio.

Un método que nos proporciona buenos estimadores del parametro o
parametros de la distribucién es el de la mdzrima verosimilitud, indepen-
dientemente de lo que representen aquellos —media, varianza u otra cosa—.

Para determinar el estimador de médxima verosimilitud de § debemos
formar, en primer lugar, la ecuacion de verosimilitud. Como la funcién de
masa de la distribucién de Poisson P(6) es
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la cual tiene por logaritmo neperiano
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Derivando esta funcién respecto a # obtenemos la siguiente ecuacién de
verosimilitud:

no.
a% log L(8) = —n + &Tl‘”
la cual tiene como solucién § = T; por tanto, el estimador de méaxima vero-
similitud de € sera la media muestral y, en consecuencia, estimaremos la ley
de probabilidad que rige la variable en estudio por una P(Z) = P(2'3).

(Obsérvese que, en la obtencién del estimador de méxima verosimilitud,
no se ha tenido en cuenta el que f fuera la media de la distribucién, es de-
cir, la media de la poblacién. En la obtencién del estimador sélo hay que
seguir los tres pasos antes indicados: obtencién de la ecuacién de verosimi-
litud, derivada (igualada a cero) de dicha funcién respecto al pardmetro o
parametros que determinan totalmente la distribucién modelo y, por dltimo,
resolucion de la ecuacion o sistema de ecuaciones determinado en el segundo
paso.)

b) Como la media de la distribucién de Poisson es el pardmetro que
la caracteriza (CB-seccién 4.4.2), el cual hemos estimado en el apartado
anterior, la estimaciéon de maxima verosimilitud del nimero medio de moscas
hembra de la regién es 2'3.

¢) El problema aqui es el de determinar el menor tamano muestral n tal
que se cumpla la condicién

=0

P{§ -z <1} =099
o bien,
P{z—6] <1} =099

para lo que seria necesario conocer la distribucién de la media muestral.
Si el tamanio muestral resultante fuera grande, digamos mayor que 100,



podriamos utilizar la aproximaciéon normal a la distribucién de T dada en
CB-seccién 5.5, la cual es T ~ N(,/Z/n). En ese caso, tipificando en la
ultima expresién seria,

VT

con Z ~» N(0,1). La tabla 3 de la distribucién normal nos dice que a la
derecha de 2'575 hay un drea de probabilidad 0’005, por lo que dentro del
intervalo (—2'575,2'575) habra un 4rea de probabilidad 1 —2x 0005 = 0'99.
Es decir, que es

P{|Z| < @} =099

P{|Z| < 2'575} = 0/99.

Por tanto, debe ser

VI
VT
o bien,
Vn=2'575 VT = 2'575 - V2'3
es decir,

n=2'575%-2'3 = 15'25.

A medida que n aumenta, disminuye la varianza de la distribucién nor-
mal de F antes utilizada, por lo que ésta estaria cada vez mds concentrada
entorno a su media, 6, vy seria cada vez mayor la probabilidad del suceso
puesto como condicién al inicio del apartado. En suma, el menor tamano
muestral requerido es n = 16.

Observemos, sin embargo, que hemos utilizado una aproximacién nor-
mal, la cual es buena cuando el tamafio muestral es grande; como no ha
resultado tan grande como lo inicialmente supuesto, vamos a calcular direc-
tamente la probabilidad en cuestién:

P{lz-6| <1}

utilizando el que n-Z = 16 -7 ~ P(16 §) como se indica en la seccién de CB
antes mencionada. Serd



P{|i—0|<1}:P{0—1<E<9+1}:P{16(0—1)<2Xi<16(0+1)}.
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Si es # = 2’3, esta probabilidad serd

16
P {20’8 <Y Xi< 52’8}

1=1

con Y18, X; ~» P(36'8). Por tanto,

16 16 16 16
P08 <) X, <528} = P{)_X;=21}+P{)_X;=22}+ ..+ P{)_X, =52}
i=1 i=1 i=1 i=1
6—3618 36/821 N 6_36,8 36/822 N N 6—3618 36’852
21! 22! 52!

= F(52) — F(20)
= 0992986 — 0'001840

= 0991146 > 0’99

como queriamos y en donde F representa la funcién de distribucion de la
P(36'8).
Como tltimos célculos a realizar que confirman el que n = 16 es el menor
tamano muestral requerido, se tiene que, si fuera n = 15, seria n-z = 15-T =
51X~ P(150) = P(15-2'3) = P(34'5) y

P{lz-6] <1}

15
=P {15(2’3 —1) <> X <15(23+ 1)}
i=1

15
P {19’5 <Y Xi< 49'5} = F(49) — F(19)

=1
= 0992295 — 0002957 = 0989338 < 0'99

con F ~» P(34'5) no llegando, por tanto, a la probabilidad exigida, y si fuera
n =17, serfa Y10 | X; ~» P(17-2'3) = P(39'1) y



P{lz -0 <1}

17
P {22’1 <Y Xi< 56'1}

=1

F(56) — F(22)

= 0995758 — 0'002135 = 0'993623 > 0'99

con F ~ P(39'1), mayor que la probabilidad solicitada aunque no siendo
n = 17 el menor tamafio muestral que lo cumple.

Por tanto, se concluye que es razonable utilizar la aproximacién normal
para la media de una muestra procedente de la distribucién de Poisson,
al menos en una primera etapa. Si el tamafio muestral resultante no es
muy grande conviene realizar unos calculos, similares a los anteriores, que
confirmen el resultado obtenido.



